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Kapitola 1

Uvod, vychozi principy

1.1 Galileova transformace

A soustava v klidu 4 soustava v pohybu
z z
y Y
/l) h.
r '

Obrézek 1.1: Galileova transformace

Meéjme necarkovanou a ¢arkovanou soustavu soufadnic. Necht se ¢arkovanéd soustava pohybuje rychlosti
¥ vzhledem k nec¢arkované, pficemz v obou soustavach pocatek méfeni ¢asu nastava v okamziku splynuti
pocatkt obou soustav (viz obr. 1.1), tj. to = ¢ = 0. Pokud néjaka udalost nastala v bodé Z a case ¢t vzhledem
k necarkované soustavé, pak vzhledem k ¢arkované soustavé nastala v bodé 7’ a v dase t'.

Podle Galileovy transformace je vztah mezi ¢arkovanymi a necarkovanymi soufadnicemi

— —

¥ =2—vt, U= konst.,

=t
(1.1)
Az __ dZ _ =
a —a Y
a =ada.

Pro oba pozorovatele kazda udalost nastéva ve stejny ¢as (absolutni soucasnost), protoze oboje hodiny
jdou vici sobé navzajem stéle stejné rychle. Lis{ se tedy pouze misto, v némz uddlost nastala (relativni
soumistnost).

1.2 Zakladni experimenty

1.2.1 Michelsonuv-Morleytv pokus, Kennedyuav-Thorndikeiiv pokus

Meéfteni rychlosti svétla v rtiznych smérech. M-M: stejna délka ramen, 1881, 1887; K-T: rtizna délka ramen,
1932. Usporadani dle obr. 1.2.



KAPITOLA 1. UVOD, VYCHOZI PRINCIPY 5

YoV 4
Za

A

v

E— ly

Y

Iy
7 A
zdroj
L interferometr

Obrazek 1.2: Michelsoniv-Morleytv pokus

Necht se soustava pohybuje vodorovnym smérem rychlosti . Svétlo ze zdroje rozdélime na polopropust-
ném zrcatku Z na svislou a vodorovnou ¢ast. Rameno 1 (délka l1) je ve vodorovném sméru, rameno 2 (délka
l) ve svislém sméru.

Doba, kterou svétlo bézi pres rameno 1 od zrcadla Z k zrcadlu Z; a zpét k Z, je

ll ll ll(c+v+c—v) 2116 211 1
t1 = = = = —" . 1.2
! c—v+c+v 2 —? 2—v: e 1-% (12)

Doba, kterou bézi paprsek 2 pres rameno 2 (viz pravd ¢ast obr. 1.2, pomoci Pythagorovy véty pro
pravouhly trojihelnik) je

2o 1
ty = P (1.3)
-5
Posleme-li paprsky odrazené od zrcadel Z; a Zs do interferometru, je ¢asovy posuv roven
2 lo 1
At=ty—t; =~ - — |- (1.4)
/1 — o - =
Nyni pozorujeme, jestli se zméni interferen¢ni obrazec pfi prohozeni ramen 1 a 2:
~ 2l 1
e
) 1
=2 = (1.6)
2
c 1- o
- -2 l l
At=i—f7=2 - = . (1.7)
¢ - = _ w2
C 02

Rozdil At — At tedy &ini

&—N:WT”Cﬂf—12>. (1.8)
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Tedy posun interferen¢nich prouzki by pii konfiguraci I; + lo &~ 50 m, zdroj A = 500 nm pfi zjisto-
vani rychlosti pohybu Zemé vici éteru mél byt patrny. Vysledek pokusu byl ale NEGATIVNI (z4dné posuny
interferenénich obrazctt nebyly naméfeny!!!). Tedy rychlost svétla v riznych smérech je konstantni.

1.2.2 Lorentzova kontrakéni hypotéza

K vysvétleni vysledki M-M experimentu navrhli Fitzgerald, Larmor a nezavisle na nich Lorentz tzv. kon-
trakéni hypotézu, podle niz se rozmery vsech téles ve sméru jejich rychlosti vici éteru deformuji faktorem

( 1-— Z;), a to mezavisle na materidlu télesa.
Tedy pro délku I ve sméru kolmém na pohyb soustavy plati vztah

Iy = X1, (1.9)

Pro délku [y ve sméru rovnobézném s pohybem soustavy plati dle kontrakéni hypotézy vztah

klid v
L =0"1- 2 (1.10)
Tedy pro rozdil t; — t; plati vztah
2 1 klid _ jklid
At =ty —t; = ————=—=(I5"" = IT79). (1.11)
c 1

1.2.3 Dilata¢ni hypotéza

Pro naméfeny casovy rozdil plati vztah

,02
Atméfené =At- 1- 67 (112)

2 .
Atméfené = 7<l12{hd - lll(hd)- (113)
&

Tedy

Tedy Atpsrenc nezavisi na rychlosti pohybu soustavy v!!!

1.2.4 Hoekuv pokus

Usporadani dle obr. 1.3. Rok 1868. Na jedno rameno je pfidélana nadoba délky [ s prostfedim s indexem
lomu n. Paprsek rozdélime opét na vodorovnou a svislou ¢ast, obé nechame obéhnout cely okruh a pak je
posleme do interferometru.

Necht plati vztah
v = av. (1.14)

éter v krabici

vuci éteru vikol

Veli¢ina a nabyva nasledujicich hodnot:
0<a<l. (1.15)

Pokud a = 0, tak éter nevi o prostfedi. Pokud a = 1, tak je éter uplné strhavan prostfedim.
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Obrazek 1.3: Hoekuv pokus

Doba, za kterou paprsek 1, obihajici okruh proti sméru hodinovych rucicek, prosel nadobou a s ni rov-
nobéznym tsekem vakua, je
l l

t = .
! c—u+ +(1-a)

(1.16)

<
n

Doba, za kterou paprsek 2, obihajici okruh po sméru hodinovych rucicek, prosel nddobou a s ni rovno-
béznym tsekem vakua, je

l !
ty = + . (1.17)

Tedy pro rozdil t, — t; plati vztah
At = to — 11

l(c—v—(c+v)) + l(E+(1—a)v—2S+(1—a)v)

c2—v2 %_(1_04)2,“2

_ —2lv 2lv(l1—a)
= 22 + = (

S —(1—-a)2v? (118)

n2

20v(1—a)n?
2

- —2lv +

c2

= %((l—a)nQ—l).

Pro At = 0 miiZzeme uréit Fresneltv strhivaci koeficient:

a=1-3L| (1.19)

1.3 Vychozi principy STR

Predpoklady:

e VOLNE HMOTNE BODY — ZANEDBAN{ GRAVITACNIHO POLE
e IDEALNI TUHE TYCE

e IDEALNI HODINY
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1.3.1 Prvni Newtonuv zakon

Existuje (kartézsky) referencéni systém, vii¢i némuz se volny hmotny bod pohybuje rovnomérné pfimocare —
INERCIALNI SYSTEM.

1.3.2 Princip specialni relativity

Ve vSech inercidlnich systémech plati stejné fyzikalni zakony.

1.3.3 Princip konstantni rychlosti svétla

Ve vakuu se elektromagnetické vinéni $ifi vici vSem inercidlnim systémtim stejnou rychlosti ¢, nezavisle na
zdroji.



Kapitola 2

Lorentzova transformace a jeji
bezprostredni dusledky

2.1 Specialni Lorentzova transformace

A soustava v klidu A soustava v pohybu
z 2!
/
Y Y
v
—_—
x x!

Obrézek 2.1: Specialni Lorentzova transformace

Piedpokladame, ze souradnicovy systém IS’ se pohybuje vzhledem k systému IS rychlosti v ve sméru osy x
(viz obr. 2.1). Na rozdil od klasického principu relativity, kde se transformuje pouze prostorové soutadnice, je
ve specialni teorii relativity prostorové a ¢asova soufadnice postavend na stejnou troven. Tedy transformace
ma tvar

t' = At+ Bz,
o
x/ = (Ct+ Dz, (2.1)
y =Y
Z = =z

Transformace musi dale splnovat Einsteiniv postulat, ktery fika, ze ve vSech sourfadnych soustavach je
rychlost svétla ¢ stejnd, tedy pro celo svételné viny vzniklé v centru soutradnic v okamziku, kdy se systémy
miji, musi platit

r = ct
, 2.2
= ct. (2.2)

Pro pocatek ¢arkované soustavy IS’ plati

Dosadime-li z (2.1) do (2.3), dostaneme vztah

' =0=Ct+ Dvt=t(C+ Dv) = C=—-Do. (2.4)
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Jelikoz stejné fyzikalni zakony musi platit ve vSech inercidlnich systémech a z pfedpokladu (2.2) ziskdme
vztahy pro 2’ a z, kde v/ = —uv:

' = D(z—ut),

x = D@ —'t)= D +ot'). (2.5)

Resme nyni soustavu (2.2):

r = c
= o /-x
v’ = At
dosadime napr do 1. rovnice z (2.5) : (2.6)
At = D?(ct — vt)(ct' +vt') [/ : (1))
2 =D?*c*-v?) =
= D=+—+~2—

/ 2
v2
1—C2

Tedy ziskali jsme vztah pro Lorentzuv faktor ~y:

kde znaménko + se bere z divodu identity transformace pro v = 0.

Vztah (2.5) mZzeme nyni poupravit na

o= y(x—l),

x = ~(a +ot). (2:8)

Nyni odvodime transformac¢ni vztah pro ¢': prvni rovnici ze soustavy (2.8) vynésobime Lorentzovym
faktorem = a potom obé rovnice seCteme:

= y(r—ot) /-
x = ~(a +ot)

'y = Pz —t)

x = (@ +ot)
seCteme:

~vr' 4+ x = 2z — 2ot + vy + yot!
(1 —+?%) = y2vt + yot’

2 1 17%71 2 o (29)
kdel-n?=1-—Ly = =20 = 2,
2 2

o(=%72) = vt + qot’
odkud (po vydéleni (vy))

Analogicky odvodime vztah pro ¢: druhou rovnici ze soustavy (2.8) vynasobime Lorentzovym faktorem
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~ a potom obé rovnice seCteme:

= vz —ot)

r = (' +ot) /v
= vz —ot)

ay = Y +ot)
seCteme:

vr 4+ 2! =y — vt + 2’ + 2ot

7'(1—~2) = —yvt + y2ot’

kde 1 —~% =

)
v 2
— %y

x’(—Z—j’yQ) = —yvt + vt/
odkud (po vydéleni (v7y))

t=v(t'+ %)

Tedy SPECIALNI LORENTZOVA TRANSFORMACE (dale také (specidlni) LT) m4 tvar

= y(t— %2)
= y(x—ot)
y =Yy

Z = z

L T
, , maticove y =

ct’ ~y
/ —’Y%

0

b4 0

INVERZNI SPECIALNT LORENTZOVA TRANSFORMACE m4 tvar

t = 7'+ %)
x = (@ +ot)
y =Y

z = 2

2.2 Kontrakce délek

L T
, , maticove =

ct ¥
+v%

Y 0

z 0

v

—y2

v
0
0

ole

co2 D

0
0
1
0

o= OO

o
Q
IS8

= o O
<

= O O O
8
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(2.10)

(2.11)

(2.12)

Mgéjme IS a IS’ v usporddéani dle obr. 2.1. M&jme ty¢ délky lo = Az’. Pak diky linearité spec. LT plati pro

jeji délku vztah

Az' = v(Az — vAL).

(2.13)

A znamené rozdil mezi idajem odecteném na jednom a druhém konci. Dale méfime polohu koncii sou-
¢asné! (At = 0). Tedy piedchozi vztah upravime na

Azr' = ~v(Ar —v At ) = yAux.

Jelikoz Ax’ =1y a Ax =1, pak také

tedy dochézi ke KONTRAKCI DELEK.

2.3 Dilatace ¢asu

=0

(2.14)

(2.15)

Mgjme IS a IS’ v uspotddani dle obr. 2.1. Mé&jme hodiny, které stoji vzhledem k IS’ a méii cas At'(= Ar),
kde 7 je tzv. VLASTNI ¢As. Pak diky linearité spec. LT plati pro ¢as naméfeny v ne¢drkované soustavé vztah

At = (A + C%Ax').

(2.16)
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JelikoZ se hodiny vzhledem k IS’ nepohybuji, plati Az’ = 0. Potom piedchozi vztah upravime na

_ r, v A ’
At = v(A + = Ax') = ~yAt'. (2.17)
=0
Jelikoz At' = A, plati
At = ~AY = At _ AT
" = iZ [2AT (2.18)

2.4 Relativita soucasnosti

[1] Mé&jme IS a IS’ dle obr. 2.1. Méjme dvé bodové udalosti A a B, které jsou v inercidlnim systému IS uréeny
soutadnicemi 4, YA, 24,t4 & Zp,YB, 25,t5. Potom dle vztahti (2.11) pro speciélni LT plati

v
thy —ty =~ tB—tA—g(mB—mA)}. (2.19)

Necht tg = t4, tj. udalosti A a B nastaly dle tdajti mistnich hodin systému IS soucasné. Ze vztahu
(2.19) pak vidime, ze pozorovateli v systému IS se tyto uddlosti nejevi soucasné, je-li xp # x 4.

Necht napf. zp > z4. Pak dle (2.19) mame 3 < t/4, tj. udalost v misté lezicim ve sméru pohybu systému
IS’ nastala podle idaje soumistnych hodin pevnych v systému IS drive. Z toho déle plyne, Ze casovy sled
dvou udalosti A, B, které jsou v jednom inercidlnim systému IS soucasné, mize byt v rtznych systémech
rtzny. Napf. v systému IS”, ktery se viici IS pohybuje podobné jako IS, ale v opa¢ném sméru, plati ¢4 < ¢%.

Vsimnéme si, ze dle vztahtl pro speciadlni LT plati pii tg = t4 vztah

'y —a'y =v(xp —x4). (2.20)

Déle si v§imnéme, ze diference soufadnic udalosti A, B maji ve vSech systémech IS’ tatdz znaménka jako

v systému IS. Déle ze vztahu pro specidlni LT plyne, Ze vzdalenost mist, v nichz nastaly udalosti A, B, je

nejmensi pravé pro pozorovatele v systému IS, v némz jsou udéalosti soucasné, nebot pii v # 0 je v > 1.

Ze vztahu (2.19) pii tp = t4 a ze vztahu (2.20) plyne nerovnost

v v 1 ~
1ty —tal =7 | 5| lop —zal <| 5| lal = 2l < 2|75 — 74, (2:21)

Jsou-li tedy dvé udalosti A, B v ur¢itém IS soucasné, pak v zddném jiném takovém systému IS’ nemize
byt jejich casovy rozdil vétsi nez doba, kterou potiebuje svétlo, aby dospélo z mista jedné udalosti do mista
udélosti druhé.

Obrécené: Plati-li v n&jakém inercidlnim systému IS’ mezi soufadnicemi a dobami dvou udélosti A, B
nerovnost (2.21), lze nalézt inercidlni systém IS, v némz se tyto udalosti jevi soucasnymi. Lze rovnéz nalézt
systém IS”, v némz se uddlosti A, B jevi v obrdceném casovém poiadi nez v systému IS’. Také plati, ze dvé
udalosti C' a D, jejichz ¢asy a soutadnice v systému IS spliiuji nerovnost

L.,
|tD—tc| > E|£CD—.”L'0‘. (2.22)

maji casové poradi stejné ve vSech inercidlnich systémech.

2.5 Transformace rychlosti

Necht se bod M v systému IS pohybuje obecné dle rovnice
2, (M,1) = £5(0). (2.23)
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Jeho pohyb viidi systému IS’ je pak uréen rovnicemi
' (M, ") = ~yjx(M,t) — vt],

Y (M, ) = y(M, 1),

(2.24)
Z/(M,t") = z(M,t),
t=~[t— Sa(M,t)].
Definujeme-li slozky rychlosti bodu M vici IS a IS’ vzorci
_ day
Uj = g3 >
(2.25)
; dz;
U= q
plyne z rovnice (2.24)
de’ VU
G =7 (1)
uly =y (up — )5 = (uy —v) (1— %)_1
(2.26)
VU -1
u;! - uyp)/71 (1 - CZI)
’ -1 vug ) 1
L = (1 )
Specidlné necht @' = (v/,0,0) a @ = (u,0,0). Potom plati
c—u’_c—u.c—&—v (2.27)

ct+u ctu c—v
2.6 ,,Paradoxy* ve specialni relativité

2.6.1 Paradox hodin (paradox dvojcat)

"o
Ct»

19) T
Obrazek 2.2: Paradox dvojcat

[2] Z pocatku O inercidlniho systému IS startuje v ¢ase t = t4 = 0 kosmickd lod ve sméru osy z (start
= bodové udalost A). V kratké dobé nabude lod velké rychlosti v < ¢ a touto konstantni rychlosti se velmi
dlouho pohybuje. Potom se brzdénim rychle zastavi (obrat = bodova udalost B) a stejnym zptisobem se
vrati do bodu O (pfistani = bodova udalost D). Kosmonaut veze s sebou svoje hodiny H k), které udavaji
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jeho vlastni ¢as a pfi startu ukazuji také nulu (74 = 0). Otdzka je, jaky ¢as 7p budou tyto hodiny ukazovat
po navratu do 0 v dobé ¢p udévané hodinami H oy umisténymi v O (které pii startu ukazovaly cas t4 = 0).

Budeme predpokladat, Ze hodiny H (g jsou sestrojeny tak, Ze jsou prakticky necitlivé na zrychleni vici
IS vyvolané vnéjsi mechanickou (negravitacéni) silou, kterd na né ptisobi pfi uvadéni kosmické lodi do pohybu
a pri jejim zastavovani.

Muzeme si ulohu zjednodusit a predpokladat, Ze zrychleni pfi startu a pii brzdéni jsou velikd a ze ty
operace trvaji dobu zanedbatelné kratkou proti trvani celé cesty. Jinymi slovy muzeme predpokladat, ze
kosmicka lod na cesté tam i zpét je prakticky stale v pohybu vici IS konstantni rychlosti v. Je-li na cesté
tam dobu tg = T, doleti do vzdalenosti xp = vT a vrati se do O v dobé tp = 2T. Za téchto predpokladu
bude z pohledu pozorovatele stojiciho v IS prakticky stale platit dr =y~ dt a tedy také

™ =~"tp < tp. (2.28)

Stejny vysledek vSak musi vyjit i pii vypoctu provedeném v libovolném jiném inercidlnim systému, nebot
tdaje obojich hodin Hpy a H gy pfi jejich setkdni po ndvratu jsou absolutnim faktem.

Zdanlivy paradox vznika, teprve kdyz se pocita (nespravnym zpusobem) z hlediska ,klidového systému*
kosmické lodi. Pti takovém vypoctu se predpoklada, ze kosmonaut méa pravo ,podle principu relativity“
usuzovat takto: Témér po celou dobu cesty tam i zpét (s vyjimkou kratkého obdobi okolo startu a obratu)
je muj klidovy systém prakticky stale inercidlni a hodiny H o) se vii¢i nému pohybuji rychlosti v. Tedy
piirtstky dt(H o)) udaje téch hodin mensi nez pfiriistky ¢asu v mém klidovém systému. Pii nadvratu tedy
naleznu hodiny v O opozdény oproti mym hodindm, tj. tp =y~ 17p < 7p, ve sporu s nerovnosti (2.28).

Vysvétleni ,paradoxu hodin“ se musi hledat v tom, Ze ,kosmonautiv vypocet” je chybny.

Chyba totiz vznikla tim, Ze byla zanedbana relativnost soucasnosti. Pfi vypoctu z hlediska ,klidového
systému* kosmické lodi se musi prihlizet k tomu, Ze systém IS’, v némz je kosmické lod v klidu mezi startem
A a obratem B, a systémem IS”, v némz je v klidu mezi obratem B a ndvratem D, jsou sice oba inercidlni, ale
rizné systémy, takze pojmy soucasnosti v nich nesouhlasi ani navzajem ani s pojmem soucasnosti v systému
IS. Tak napr. udalost C' v bodé O, ktera je urcena tdajem

1 1

hodin H ), a je tedy v systému IS soucasna s udalosti B, neni s B souc¢asna v IS" ani v IS”. V systému IS,
popt. IS” je udélost C pozdéjsi (popt. diivéjsi) nez udalost B (viz obr. 2.2). Obréacené, udalost E (popf. F)
v bodé O, kterd je v systému IS’ (popf. IS”) soucasnd s B, je v systému IS dfivéjsi (popt. pozdéjsi) nez B
nebo s ni soucasna C.

Hodiny H oy se vici IS’ i viici IS” pohybuji rychlosti v (opa¢nymi sméry), a proto se vskutku i vici

hodindm systému IS’ i vii¢i hodinam systému IS” opozduji podle
dt(H o)) =y~ 'dt’ popi. dt(H o)) = v~ 'dt”. Plati tedy

Atap =y Aty =y ' ATap, (2.30)

nebot mezi A a B jsou hodiny H g hodinami v systému IS” a udélosti F a B jsou soucasné v IS’. Z podobnyjch
dtivodi plati
AtFD :'y_lAt/};D :"/_IATBD, (231)
a tedy
Atap + Atpp =7 'ATap =7 7. (2.32)
Prava strana této rovnice jiz obsahuje hledanou veli¢inu 7p, ale leva strana jesté neni rovna Atap = tp,
nebotf mezi udalostmi F a F je ¢asova ,mezera® Atgp. Plati tedy

1

tp =79 D + AtgF. (233)

Protoze
Atpr = Atgc + Atcr = 2Atgc = 2Atgp, (2.34)

zbyvé vyjadiit Atgpp pomoci 7p. K tomu dojdeme touto ivahou: Systém IS souvisi se systémem IS’ inverzni
LT, takze plati

At =~ (At’ + Ax’c%) . (2.35)
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Pro udalosti F, B je vak At’ = 0 a Az’ je vzdalenost, do niZ se v systému IS’ vzdalil poc¢atek O od
hodin H, (K) V okamziku t' =ty = 75 = %TD. Tato vzdalenost se vSak rovna v - %TD. Kdyz ji dosadime do

v . 7 7 2
hotejsi rovnice, dostavame Atpp = %’)/’LC%TD, a nakonec ze (2.33)

2
_ v
tp=~"1rp + V2D =D (2.36)

Vidime tedy, Ze po opravé prehlédnuti mezery Atgp dostdvame shodu se vzorcem (2.28), i kdyZ vyjdeme
z toho, Ze se hodiny H oy v ,klidovém systemu® kosmické lodi zpoZdugi.

2.7 Otazka nadsvételnych rychlosti

2.7.1 Princip kauzality a relativnost soucasnosti

[3] PRINCIP KAUZALITY vyZaduje, aby nésledek nemohl nikdy nastat dfive nez pfi¢ina. Necht dvé udélosti A
a B spliji ty =tp, £4 # Zp. Kdyby udalost A méla byt pfi¢inou (nebo nasledkem) udalosti B, vznikl by
rozpor mezi Einsteinovym principem relativity a principem kauzality. Rozpor by spocival v tom, ze z hlediska
jiného systému IS’ (nebo IS”), fyzikdlné rovnopréavného se systémem IS, nasledek by ¢asové predchézel pred
svou pric¢inou.

Aby k takovym rozporim nedochézelo, staci, aby byla zasadné vylou¢ena moznost pfimé pri¢inné souvis-
losti dvou udélosti, jejichz soufadnice a ¢asy spliiuji nerovnost (2.21). Jako p¥i¢ina a nasledek mohou spolu
souviset pouze udélosti, jejichz ,data® spliiuji nerovnost (2.22) a jejichz ¢asové poradi je proto absolutni.

Aby v8ak byla znemoznéna pfi¢innd souvislost udélosti A, B spliiujici podminku (2.21), je nutné, aby
nebylo mozno prenaset rychlosti vétsi, nez je rychlost svétla ¢, jakékoliv piisobeni nebo vlivy schopné vyvolat
yudalost“. Jinymi slovy: Vzdjemné plisobeni (interakce) mezi objekty muze probihat pouze rychlosti v < c.
To je obecnda, nutnd a postacujici podminka, za které se Einsteinova teorie relativity snasi s principem
kauzality.

Prakticky a konkrétné to znamend, ze nemohu napt. existovat sily ptisobici pfimo do délky (okamzité).
Nemtize tedy presné platit ani Newtonuv gravitacni zakon ani podobné jiné zakony sil pouzivané v Newtonové
mechanice. Ani nemohou existovat idedlné tuhd télesa (tyce) a signdly Sifici se nadsvételnou rychlosti.



Kapitola 3

Fyzikalni zakony v Minkowského
prostorocasu

Poznamky:

e Pouzivame Einsteinovo sumacni pravidlo.
e Recké indexy nabyvaji hodnot 0, 1, 2, 3.
e Latinské indexy nabyvaji hodnot 1, 2, 3.

3.1 Prostorocas, udalost a vlastni cas

3.1.1 Prostorocas, udalost
Minkowski:
Nikdo nepozoroval néjaké misto jinak nez v urcitém case a Cas jinak nez v urcitém misteé.

Svétobody, bodové udéalosti: ¢tvefice udaju (¢, xz,vy, 2), popf. 2, ©=0,1,2,3

Prostorocas: mnozina vsech svétobodu

3.1.2 Vlastni ¢as

Systém ISy, kterému tikame klidovy nebo vlastni systém télesa M, je pro popis fyzikdlnich jevd na tomto
télese systémem vyznaénym. Cas
=1ty =71 (3.1)

uddvany hodinami pohybujicimi se s télesem M se nazyva vlastnim casem tohoto télesa (hmotného bodu).

3.2 Realny ¢tyfrozmérny formalismus

3.2.1 Souradnice

Polohovy vektor:
" = (ct,x,y,2) = (20,21, 22, 2®) (3.2)

16
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3.2.2 Minkowského tenzor (metricky tenzor)

Minkowského (metricky tenzor):

-1 0 0 0
0 1 00
=10 010 (3:3)
0 0 0 1
Plati vztah
naﬁngp = 50‘,0. (3.4)
3.2.3 Kontravariantni a kovariantni indexy
Kontravariantni index ... horni.
Kovariantni index ... dolni.
3.2.4 ZvysSovani a sniZovani indext
Plati
P X5 = X2 (3.5)
Dale plati
Muw A" BY = (Afn,,BY) = A,B” = A" B, =n"“A,B,. (3.6)
—— —_—— ~~

A, napfiklad nHe Ao

Prostorocasovy interval ds, vyjadiujici prostoro¢asovou odlehlost (,¢tyfrozmérnou vzdalenost“) dvou
udélosti, jejichz souradnice se lisi o dz*, se pocita dle vztahu

ds* = napdrda” (3.7)
nebo také
ds® = n*dz,dzg, (3.8)
kde
dza = Napda? = (—cdt, dz, dy, dz). (3.9)

3.3 Svételny kuzel, typy svétocar a nadploch

Viz obr. 3.1. Piimky ¢t = 4z rozdéluji uvazovanou Minkowského rovinu na ¢tyfi invariantni kvadranty.
V téch, jimiZ prochdzeji casové osy ct a ct’, lezi svétobody, které maji od pocatku O = O’ imaginarni
prostorofasovy interval, a jsou vici nému bud absolutné minulé (v dolnim kvadrantu), nebo absolutné
budouci (v hornim kvadrantu).

V téch kvadrantech mezi pfimkami ¢t = +x, jimiz prochézeji osy = a 2/, lezi svétobody, které maji redlny
prostorocasovy interval; jsou relativné soucasné s pocatkem.

Je-li ¢asoprostorovy interval imaginarni, nazyvame jej téz interval ¢asového charakteru. Je-li ¢asoprosto-
rovy interval redlny, nazyvame jej téz interval prostorového charakteru. Interval je veli¢ina absolutni, neza-
visld na volbé systému soufadnic, kdezto ¢asové rozdily a prostorové vzdélenosti jsou jen relativni (zavislé
na volbé soufadnic).

Meéjme bodovou udalost, kterou umistime do pocatku. Pak signél, ktery se pohybuje podél povrsek
svételného kuzele, se pohybuje rychlosti svétla.
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ct cf;
3 Ve
............. 5
relativni
soucasnost X
Obrazek 3.1: Svételny kuzel
Tedy:
<0 . Casupodobny
VN2 = 0w VFVY =< =0 . nulovy = svételny (3.10)
>0 . prostorupodobny
vVt =(-1,1,0,0)
(3.11)
—(VO2Z+(vH2 =0
Také
>
ds? = N datda” = —c2dt? +da? +dy?+dz2 =0 /#,
<
(3.12)
) > >
(%) =2 +02 = & 0?2 = 02,
< <
pri¢emz z toho, ze velikost ¢ je invariant, plyne, ze i znaménko >, resp. =, resp. < mezi v a ¢ nezavisi na
volbé pozorovatele.
Déle definujeme:
a#(t) ... svétoCara — trajektorie bodu v prostorocasu (3.13)
3.4 Lorentzova transformace a jeji inverze
Interval je veli¢ina absolutni, nezavisla na volbé systému souradnic:
ds"? = ds*. (3.14)
Tedy
T e B L (3.15)

’ ’
— dx M gz v 3
=Ny Goo da™ Fye dz?
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Poznamka. Znaceni parcidlni derivace:
ozt
= i (3.16)

=Y

OxP

Céarkované soufadnice budu ted chvili znagit vinkou, aby se nepletly derivace a ¢arkované souiadnice!!!

Nyni parcidlné zderivujeme ordmovany vysledek vztahu (3.15) podle z”:

oo o
K Oz dzB Mg oxP

Ziskdme tak tii rovnice:
0%t 0" |4 | 9i 83" /@ (3.17)

0= Nop,p = Mpw Ox*0xr OxP Oz OxPOxr

o o 9271 9V 97t 92F"
0= tpoy = v || s2eiee B || +|| B2t ||| /o (318)
o o 6‘2~u a~u 3~u 32-1/
0= g0 = ||| 525 555 ||+ B o || /© (319)
Ted se budeme zabyvat ¢asti rovnic v trojitém ramecku:
ozt 9%%v 0%zt ozv _0
v 9er 9x09zB M 91Boze dxr
Vime, Ze p,v jsou scitaci indexy, tedy mulzeme je nazvat jak chceme: uv = vpu. Jelikoz | 1, = 1., |,

provedeme vymeénu indext p < v. Potom ale musime provést vymeénu indexti o < (. Druhy sc¢itanec
ptredchozi rovnice upravime dle pfedchéazejici véty a rovnice bude ve tvaru

ozt 0%z o*ah oz 390

i oup dradrB M 9rBadedB ur (3.20)

Ted se budeme zabyvat ¢asti rovnic v jednoduchém ramecku:

. rzr 9rr a9 (3.21)
v Sradar 9aB M 2B drrdze '
Ted se budeme zabyvat ¢asti rovnic v dvojitém rdmecku:
ot 9?3V 9%zt 0xv
Tev §za 9xBoze T M 9rdaP dxe
Po aplikaci pravidel o vyméné indexu ziskdme vztah
On DL =0 (3.22)

277:“” Oz 0xBoxP —
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Nyni zkusme
ozt oz”
w50 5.0 Moo -
0 010 —~~
L_ -~
=ct

Méjme Ctyfi vektory:

oY ozT” oz”

a0 ’ Ot ' Ox?

~— ~—~— ~—
casupodobny  prostorupodobny  prostorupodobny

¢tyr-vektor Ctyr-vektor ¢tyr-vektor

Tyto ¢tyfi vektory jsou na sebe kolmé, jsou ,normalizované“.

e Neni vice nez Ctyfi navzajem kolmé vektory.

Vyraz (3.22) vyjadiuje, Ze jsou ¢tyfi.

Z vyrazu (3.22) plyne LINEARITA TRANSFORMACE (!!I):

0%z 0

0xBoxr —

(druhé derivace linearni funkce jsou nulové :-)

e Transformac¢ni parametr je vzajemna rychlost:

ozt
T

ox \
(%)

=

kde -
z
() 53

oz
ox3
<~

(3.23)

prostorupodobny
Ctyr-vektor

Mezi témito étyfmi vektory (viz (3.23)) délam skaldrni souéin, vzorec (3.15) mi Fekne, co vyjde.

Ctyfi kolmé vektory ve Gtyfrozmérném prostorocasu, zadny z nich neni svételny vektor.

(3.24)

(3.25)

je invariantni matice prechodu, matice zavisi na rychlosti, nezavisi na souradnicich.

e Matice transformace:

A# = 9T

e Pfepis: RELACE ORTOGONALITY:

nuuAMaAVﬁ = Nag

(3.26)

(3.27)
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LORENTZOVA TRANSFORMACE

2’ znamené éarkovanou soufadnici!!!

't = A" ¥

Priklad.
ct’ = vy(ct — %x)

/

' =~v(x — vt)

a' 0= A% ct + A% x4+ A%y +A%z2
~—~ ~— —~—
v % 0 0

't = Ayt + AL o+ Ay + ALz
—~— S

—~ —~—
-2 ¥ 0 0
Tedy A", pro specidlni LT m4é tvar
vy —ve 00
bo_ —'y% ¥ 0 0
A% 0 0 10
0 0 01

INVERZNI LORENTZOVA TRANSFORMACE

LT napiseme jako
o't = A" v

Rozepiseme ji
nuuA#aAyg = naﬂ/ : 77’6’),
P A Ay = e
N——
5a”
kde
UﬂquAyg

je inverzni LT:

(AT =Ap ar=Afar|

3.5 Transformacni vlastnosti veli¢in, tenzory

Nejdulezitéjsi ¢ast prednasky: | ,tenzor = tenzor*

21
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(3.29)
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Skalar (invariant):

Ctyt-vektory:
A/ }}.(x/> _ A/J.VAIJ(x)
B',(z') = A/ Bs(x)

«

Obecny tenzor:

Poznamka: Parcidlni derivace (gradient):

Vl ..'.”,p :?
Tedy
0 ox° o A i
ox'r  dxlp dxe P Jxo’
=~
inverzni LT
Provedme substituci
d 3 8x//»1'd v
= —dzx
. oxv
a dosazenim dostavame
da'" = A" da”,
nebot LT je linedrni.
Tedy
dx? Ox'"
ox'e dxv Y
Priklad.
AP = AP AY
OA'M 0 0AY 0x°
— 1% vy __ 1
dx'r  dx'r (A%, 4%) = A Y Ox® Ox'P
~
A
Shrnuti.

at = (ct,z,y,2)
nu,,,naﬂ C nuwA'BY = A,B" = A'B, = ...
ds? = n,,dztda”, LT

22
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Relativisticka mechanika

4.1 Cty¥-rychlost

Tti-rychlost:

dz?

dt

Hleddme analogii ve 4D: jelikoz ¢as dt neni invariant, nebot dt’ = y(dt — 2zdx), uzijeme analogicky vztah
s vlastnim casem:

’Ui

ut = o w' = A%u” | (4.1)
T

K definici vlastniho ¢asu:
ds® = ndotds” = —c2dt* + da? + dy® + d2?
Existuje pravé jeden inercialni systém tak, ze
de=dy=dz =0 = ds*=—-c2dt® = —%dr?,
kde 7 je vlastni cas. Vlastni cas je invariant.

Prostorocasova ,,velikost* u*:

daH da” ds? 9 -
—_— = — =" =uu
K dr dr dr2 7

Vztah k 3-rychlosti:

dt dz* dt
b= = U) = U
u dr dt dr (va) ’y(c,v),
kde
dt dt c c 1

d I 2 _ 2

4.2 Relativistické srazky, zavislost hmotnosti na relativni rych-
losti, klidova hmotnost

Méme soustavu dvou téles (znac¢im indexy M resp. (2)) v usporadéani dle obr. 4.1. Hmotnosti a rychlosti

m(Tl),v(Tl) = (v7,0,0) a mg?)mg?) = (—vr,0,0).

23
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y 7‘;#

V

O O

2

m," m;
v=(v,0,0) V,%=(-v,,0,0)
— <—

Obrazek 4.1: Relativisticka srazka

Necht obé té&lesa maji stejnou hmotnost:

m(Tl) = mg) =mry.

Zachovani hmotnosti: Hmotnost ptred srazkou se rovna hmotnosti pfi srazce:

mg})—i—mg?) = Mr .
———— ~—~

2mrp Mo

Zachovani hybnosti: Hybnost pied srdzkou se rovna hybnosti pii srézce:
m(Tl)v_{p(l) + mgpz)v_;'r@) = MTV_r:p =0,

mr (v}(l) + v}(2)> =0.
| —
0

Vv

Nyni pfejdeme do soufadné soustavy pohybujici se vzhledem k tézistové soustavé rychlosti v ve sméru
kladné ¢asti osy . Rychlosti (jejich a-ové slozky) je tfeba transformovat dle vztahu

z néhoz dostavame

Zachovani hmotnosti:

Zachovani hybnosti:
mOFD L @) Z g7,

mMyMz 4 (2@ — prye,

m® (T @ (Yt
1 — bzv 14 vz ?

c2 c?
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kde
v — v v —v +v — L7
1— 2y - 1—
a 2
vr + v vr+v —v — 2L
1+ 257 1+ 45
Jelikoz
1
V= =,
-5
pak
4(12) 1 :
(1,2)
-]
Tedy

1 +op —v )2 1 Qupv vA? w2 Qupv 02 1 v2 02
1**2 Tvv = 5 [1F g JrT4 *%i g T2 T T o2 7% 1*72 :
cc\1—-F% (1:&”?2”) c c c c c (1ivgv) c c

1 1F 227 v
A0 = - L =) (15 5.
o[22l Y- e-2) :
Tedy
m® @
Dalsi invariant (skalar): klidovd hmotnost m:
m __
4.3 Ctyf-hybnost
pﬂ = moul' = mO,Y(Q ’U) — (mcum ) (44)
kde
P =mi = myyv
Plati
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4.4 Pohybova rovnice a ¢étyi-sila

Ve 3 rozmérech plati: ( f je 3-sila)

d—' o —
a=1r
Tady plati:
- — = — [ —_—
ar dt ar ! ar

26

(4.5)

Tedy ve ¢tyfrozmérném prostorocasu mame pohybovou rovnici ve tvaru

" _
dT_F )

Ctyft-sila ma tvar

P

dm
- (Cdr’

+f)

4.4.1 Porovnani s newtonovskou pohybovou rovnici

KLASICKA FYZIKA:

dp_ d(mo) _ m@ =ma
dt dt dt
RELATIVITA:
dp’ Lo .d
E = ma + UE7
kde
dm _dmy - dy
at ~ dt Oqt’
dy  sv-d
ar — T e
Jelikoz : de
o dy _1 255
-z 4=

Priméty do L na ¢ a do || na v:

{

Necht 7y je jednotkovy vektor ve sméru rychlosti.

—

dp
dt

7 dm
=ma —
dt

P | nav: le
d fi

1l nat:

(4.6)

(4.7)

o — dm —~» -
=may + " U =myq
:mEiJ_:mJ_EiJ_imJ_zm
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Potom
dv d(’l)f)b) dv N d’l7()

ad=—= = —Ug+v——

dt dt dt dt’
aH EL
. . dm dv
m|a) = ma + 5 EUO v.

a|

Necht mg je konstantni. Potom

dm dy 502 )
my=m+—v=m+mg — v=m|1l+y"— | =my".
dv dv

3y
R}

4.5 Einsteintiv vztah ekvivalence hmotnosti a energie

Urychlovani ¢astice, mo = konst. (sila nedeformuje ani neohtiva téleso):

ar =f-dr=  J
~—
my2a =m~? dv 5,

dt
vdv
d"}/ = ')/3 <2> .
C

VrIN UFIN
/ dT = / d(me?).
TIN UIN

2 2
TriN —TIN = Myp; € — My pC .

nebot

Po integraci:

Tedy

Odkud .
VFIN
T:/ AT = My, €2 — My, €2,

UIN
Trin=T Trn=0

2

T = mc? — myc? |.

Tedy celkova energie se vypocte jako
me? =moc® + T,

neboli
E =Ey+T = moc® + me? — moc® = me

E =md?|

Gdt = my?vdv = mocdy = d(mc?) //,

27

(4.8)

(4.9)
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4.6 Vztah energie a hybnosti

Méjme transformacni vztahy
nl“/pil«pl’ = —m3027
N p” = —m®¢ + p?,
kde
pl = (m0715)~

Tedy

2 2 2 2 2
m-°c® = mgpc” + p°.
o 0 p

‘m
¥

)

Tedy vztah mezi energii a hybnosti je

E =c\y/m3c® + p? |, (4.10)

/ 2 2
E = mgyc? 1—1—7])22&771002—1——])
mgce 2my

E=pc, p=muv a zaroven E=mc

o p? < mic*:

e v=cs mg=0:
2

Definujeme celkovou, efektivni, relativistickou hmotnost jako

(4.11)

o3

3
Il
Rl

4.7 Otazka (ne)konstantnosti klidové hmotnosti

My

M¢jme tézistovy systém jako na obrézku 4.1.

Plati zdkon zachovani hmotnosti (pfed srdzkou a pfi srézce):
mg}) —l—mg?) = My = My,
kde m = mg~y, tedy (yr > 1):
2 _

mg}) +my’ = moyr + moyr = 2moyr.

Zachovava se celkova hmotnost, klidova se neméni!

dp* dmyg dut
nMVFMUV = ’r]'uy?uy = n#V?UHUV +77I_“/m0 ? u”
2 d(;io ak
=0, proc?
Proto
d

o v 2
Nuutu’ = —c / —_—.
" dr
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KAPITOLA 4.
Tedy
dut v
M =7 Y + N o 0
Shrnuti:
Necht
E moc® + W
E, 7= moc?
AE = ?Am,
AEO = CQA’ITL().
Pohybové rovnice:
dpt dp =
e L F
dr Toodt /
Jednorozmérny pripad:
Necht f(t) je konstantni:
[ _mev | _,
dt [ w2
c2
moev ft 3 22 =
2 v
— 272 2
Odtud
ft
v =c
m2c2 + f212
Tedy
It
_ mo¢
v=c : | (4.12)
b+ (7he)
moc
Odtud
p—me 1 ()] (4.13)
- f moc
Poznédmka ke vztahu (4.12):
e ft malé: ft < moc =
_f
v o= —1
mo
o ftvelké: ft > moc =
v —c

Méjme dvé ¢astice, pro néz plati (4.12) a (4.13). Necht f # f(t). Pak se obé ¢éstice pohybuji po vétvich

hyperboly.
Obé &éstice jsou od sebe oddéleny (kazda na jiné vétvi hyperboly), nedaji si o sobé zpravu!
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Obrazek 4.2: Hyperbolicky pohyb

30



Kapitola 5

Relativisticka elektrodynamika ve
vakuu

5.1 Klasicka elektrodynamika ve tfirozmérném prostoru

5.1.1 Klasicka formulace Maxwellovych rovnic

Ve tiirozmérném prostoru maji Maxwellovy rovnice tvar

7 _ 7, oD o 9B
rot H =j+ %, rot B =—%2,
(5.1)
div D = 0, div B =
Veli¢iny B a E mame nadefinovany jako
B =rot 4, E = —grad ¢ — %, (5.2)
kde A je vektorovy potencidl a ¢ je skaladrni potencial.
5.1.2 Lorenzova podminka a rovnice kontinuity v tfirozmérném prostoru
Lorenzova kalibrac¢ni podminka méa ve 3D tvar
1 Jy .o

Dosadime-li Lorenzovu kalibra¢ni podminku a defini¢ni vztahy do druhé Maxwellovy rovnice, dostaneme
7 rovnice

divl_j:p
rovnici o2
L 0%  p P
aoe TV, 54

31
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témito tpravami:

divﬁzg7 E':fgradcpf 5, C%%—erdivA =0:

LS =div (- gradcpf—) div (—grad )f%( div A4 ):—v2<p+ci2%27f

PS =2

= vztah (5.4)

32

Dosadime-li Lorenzovu kalibra¢ni podminku a defini¢ni vztahy do prvni Maxwellovy rovnice, dostaneme

7 rovnice .
rot H = f—l— a—];
rovnici )
12 aat? Vi = -

témito tpravami:

rotézuj—&—c%%—?, é:rot/f, E:—gradgo—at7 c%%—‘f—l—divle:

LS = (A -V)V—(V-V)A +V(V-A) - AV-V) =2V(div 4) — 2V24

PS =pj+ 2 E =i+ 55 (—aadp— %) = pj- 2V - L2
nyni mame vztah

. o 21
2V (div 4 A) - VA —V2A=pj—Lvie L4
g Vi
ktery upravime:

7 2 A

V(-5 - V2A + VLS =i - AV - 554

QD
A

I\J"‘

QJ

|
m"_‘
<
‘QJ
:Ll
hl
|
w"—‘
<
5]
e
|
m"_‘
9%
“3>1

= odkud jiz plyne vztah (5.5)
Rovnice kontinuity méa ve tfirozmérném prostoru tvar

%+div5:0.

5.2 Ctyfrozmérny zapis elektrodynamiky

(5.5)

(5.6)

5.2.1 Cty¥i-potenciil a Lorenzova podminka, ¢tyf-proud a rovnice kontinuity

Hledame analogie s t¥irozmérnym prostorem.

Cty¥-potenciil ma tvar
AR

11l
—
SIS

b
N———

Hustota naboje ma tvar

= (ij) :
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Déle definujeme d’Alembertuv symbol jako
1 02
(5.9)

U= n‘“’V,LVV (: —gat2

(5.10)

Rovnice (5.4) a (5.5) (tj. upravenou prvni dvojici Maxwellovych rovnic) mtZeme piepsat

OAY = —pj” |, (5.11)

kde u je permeabilita prostfedi (tedy neni to s¢itaci index!!!).

Rovnici kontinuity ve ¢tyfrozmérném prostorocasu prepiseme jako

(5.12)

Jak vypada ¢tyi-hustota proudu? Jak jiz bylo napsano, tak plati
= (cm') ;

kde prostorupodobné ¢ast ma tvar
J = pu.

Relativistickd hustota ndboje p mé vsak tvar (@ je invariant)
_de _do _ dQ
pP= av - dv _rdeO = 7pPo-

gl ——

=po

Hustotu proudu tedy miizeme prepsat jako

7 = 2. 0) = pout”.

=D

5.2.2 Vlnova rovnice

(5.13)

VInové rovnice ma tvar

OAF = —pugt |
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5.2.3 Vyjadreni pole pomoci ¢tyi-potencialu, tenzor EM pole

V tfirozmérném prostoru je vektor magnetické indukce definovan jako
B: B'= eijkAk’j.
Obecné plati
B' = %eijkBjk,
kde Bjj, = Ay j — A je antisymetricky tenzor, a také plati

Bjk, = eq;jkBl.

Ve ¢tyfech rozmeérech plati analogie: definujeme antisymetricky tenzor F),,:

Bjk — F,uu = Ay,ﬂ — Au,u

Jak tento tenzor F),,, vypada?

e Prostoro-prostorové slozky:

ij = BJ
e Stejné indexy (antisymetricky!!!):
Fi;i =0
o Caso-prostorové slozky:
135
10A 0A E
, 0 ,
For=djo= Aoy =050~ G e

e prostorovy index mizu psat nahoru i doli

e casovy index: T, | ... zména znaménka

Tenzor elektromagnetického pole F,, ma tedy tvar

0 | B B B

s | el 0 B B | _ (0| -2

L +E =B 0 4B |\ +E B
Elip> B! 0

Dvakrat kontravariantni tvar tenzoru elektromagnetického pole ziskame pomoci vztahu

Faﬁ _ naunﬂulpﬂu.

Tenzor F*? mé tvar

0 B B2 B
El C 03 62 EJ
pos _ | =5 0 +BT B [ 0 | 45
-£1-B* 0 +B! —L£ | éikp,,
E3 2 1
_Eipr Bt 0
C

34

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)
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5.2.4 Maxwellovy rovnice
Prvni série Maxwellovych rovnic

Fr, = (AVF— AFY) = AV ARV = OAF =
’ Nz
AY ,M=0

Prvni série Maxwellowych rovnic lze napsat jako

v
FI, = gt |
kde p u j* je permeabilital
Necht
Fuy = App — Apw
Jak ziskdme rovnici B
divD=p 7
Necht p = 0:
1 . 2=
0 €
Foy=2Fy =" nep
Jak ziskdme rovnici .
- - 0D
ot H=7j+ ?
g A7
Necht p = i:
- i —1 OF° y .
FzO F’L] o eljk‘B L it
0T J 2 ot + R/E 12
—ep (rot B)i
Rovnici kontinuity lze pak zapsat jako
w1 Al
I = uooove
diky antisymetrii /' a zdménnosti parcialnich derivaci. (F o = = —Fr,, == O)

Druha série Maxwellovych rovnic

Definujme Fj,,, xjcyk1. takto:

F[uu,/f]cykl. = F/wm + F/m,u + FVFE,,U -

Tedy

F[,uu,n]cykl. = Fw/,n + FH[LJ/ + FI/H7M = Au,um - A[L,I/K + Amnu - An,uu + An,up, - AV,KM =0.

Proc¢?

35
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(5.19)
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+Fup,n +Fm/,/_t +Fp,/<;,u
_Fuu,n _Ffi,u,l/ _Fun,p,

o R
+F)-c1/,,u +F,un,u +Fl/,u,n
_F,u,l/,n _Fli/,l,,l/ _Fvn,,u

Jak ziskdme rovnici o
rot £ = o ?
Necht F[Oi,j]cykl.:
Foi jieyx. = Foij + Fjo.i + Fijo
=—¢Bij+ LEj Jr_%%‘k% =0 /-
Gijl(EjJ — Ei,j) + GUZGijk% =0
(rot E)! + (rot E)! + 26,6188—]? =0, kde plati
&Jj_l/ (—Ej’i) = (I‘Ot E)l

(ei9)-(~1)

Jak ziskdme rovnici
Necht F[12,3]cyk1.:

Fliogjeyt. = Fi23+ Fs312+ Faza
= 612333’3 + 631232’2 + 623131#1 =0

= divB=0
5.2.5 Relativita elektromagnetického pole

Tenzor elektromagnetického pole transformujeme dle nasledujiciho vztahu:

Fl,=ASASFos |

Invarianty elektromagnetického pole (bez pfitomnosti zdroju)

A¥ =0 (Lorenzova kalibra¢ni podminka)

. . EE.; . E2
FMVFI“, = 2F0]F()j + FUFij = —272] + EzjkBkeijl Bl =2 <B2 - —5
c N——

=26 By,

Definujme

SRRV = PO

PO

DN | =

C

2

)

36

(5.20)
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ricemz —e"”P? = €,,, = znaménko permutace uvpo.
pvp

0 _Bj *FOj — %GOjlekl — % (_Ejk’l) lemBm — —(S%Bm _ _Bj
*FW_<BZ EUEZ> iy 1/ i iy . 1 'y
c * i — z (GZJOIFOl + GZleFl()) — EUOZFOl — (_eb_]l) (_EEZ) — EGUZEZ

Nyni jiz mizeme rozepsat dalsi invariant:

- E-B.

*FME,, =2"FYFy; +* FF; =
H J J

2 . 1, 2 1 4
“BIE; + —¢Y'Eje;;1,B¥ = “BIE; + ~26LEB* = -
C C C C C

Déle je invariantni klidova hustota naboje pg. Je to dusledek zachovani celkového naboje, které je ekvi-
valentni platnosti Maxwellovych rovnic. Jinak fe¢eno Maxwellovy rovnice vyzaduji, aby ndboj ani nevznikal
ani nezanikal, a to nezavisle na pozorovateli.

Kalibraéni volnost A*

Elektromagnetického pole se nijak nezméni, pokud od ¢tyf-potencialu (v kovariantnim tvaru) A, prejdeme
ke ¢tyf-potencialu A, + x ., kde x ,, je gradient skalarni funkce, ktera spliuje rovnici Oy = 0. Potom totiz

Fuv = Ay — Apw + Xoow — X
—_———

=0

diky zdménnosti parcialnich derivaci.

5.2.6 Lorentzova ¢tyr-sila

Lorentzova tri-sila ma tvar

Ctyi-sila méa tvar

Lorentzovu ¢tyr-silu definujeme jako

Fl' = qF"u, | (5.21)

Necht je p =i
, g 1. , L
F%qg + Fiiy; = ~E'ye + ¢9*Byyv; = y(E* + (7 x B)Y).
iT .

Jaky je fyzikalni rozmér casové slozky Ctyt-sily?

T4B-7 =2 (vikon) M,
C

F) = qFOjuj = q%Ejvj = EqE U=

kde
_dr drdr

YT @ drar

—
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Také plati:
UWF“UV = 762%
= Ftu, — Flu,=q H uyu, =0,

antisymetricky symetricky

protoze obecné pro symetricky tenzor S, a antisymetricky tenzor A*” vzdy plati

preznaceni prehozeni
ARYS,,, =" AVS,, T = =AM S,, = 0.

Pro Lorentzovu silu to znamen4, Ze v elektromagnetickém poli se neméni klidova hmotnost ¢astic.

5.2.7 Hustota ctyr-sily

FH — o = dE%

=4 (5.22)

kde Vy je vlastni objem, V) = V.

Tedy

I ) @ @ )
_drr e dof) _drt

PH = — = P'= =
dVp ~ydV dVv
kde ®H je ¢tyirozmérna hustota sily a ®% je t¥irozmérnéa hustota sily.

qF"* ",
~ =

dpw arf  dg
— = B L _ FHv L= v ~V
avy LTy, A J
~—~

PO

ol

5.2.8 Rovinna harmonicka EM vlna, vinovy ¢tyr-vektor

Méjme vlnovou rovnici pro elektromagnetické pole ve vakuu (tj. nejsou zdroje)
OA* = —pjt =0

a Lorenzovu kalibra¢ni podminku

A%, =0,
dale necht o
AP = Re(Arethar"),
Tedy plati
e ikoz” ox? . u
VAl = Ate'™e szW:szA .
=Ar S~~~
5

Dosadime predchozi vztah do vinové rovnice:

OA* = n*PV VA = i Pk A = 0.
N—_——

=0
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Tedy
n*Pkoks = 0| ... svételny vektor
A =i kyA® =0
’ ——
Tedy
k,A° =0 ... pricné vinéni
Také B R =
A =Aexpi(—wt+k -7=n,,k"k7)
ko x°
N
(ct,7)
Vlnovy ctyi-vektor ma tvar
kH = (%, k) svételny vektor
Tedy
B = k0 ==
c
Také 5 5
- w v
K=k =2 =
|K| S
Shrnuti:

s b= (2F)

vinovy ¢étyt-vektor je nulovy

je to svételny vektor

elektromagnetické vlna se §ifi rychlosti svétla

elektromagnetické vinéni je pti¢né

5.2.9 Tenzor energie a hybnosti elektromagnetického pole

v 1 loa v 1 v o
TfE’]M = f<F# FY — Znu FPoF,, )
iz ~——

2(32—1;3—2?)

39
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Ze ,Ctyfrozmérné divergence“ tenzoru dostaneme

Thi = (FUE+ P Fy — it E )
- 1 (FHU»VFV _ lF;ﬁJ;F ) — FHoj
£
20 LR, (P L) - @l
inU (F;w-,p 4 PO FUﬂa#) _‘I)li

Flro,pleykl. —(
)

kde jsme z vyrazu F*°? vzali jen jeho antisymetrickou ¢ast % (FHoP — FHP:T),

T, = %(FOjFoj +3 (B2 — %2) ) =1 (E D+ H- E) = w (hustota energie pole)
——
E2/c?

) - N\ J .
E—keilBl =1 (E X H) = 167 (hustota toku energie pole)

05 _ lpOkpi _ 1
TEM_MF Fk_“c .



Kapitola 6

Vzhled objektu ve specialni relativité

6.1 Smér — aberace

Aberace: dést prsi kolmo k zemi, jedu na kolobéZce rychlosti ¥ a v systému kolobézky prsi Sikmo. Analogie
s fotony.

Obréazek 6.1: Aberace

Uspoiadani je na obr. 6.1, kde ¢*, ¢¥, resp. ¢, ¢¥’ jsou priméty ¢ do os z, y, resp. ', /.

S vyuzitim transformace rychlosti dle vztahii (2.26) lze rozepsat

x/ 1 T COS@—E y! 1 y . 0
cost = =~ = S apodobnd sinf = = - a— - :
c cl— 5 1—;0059 c ny(l—c—zc””) 'y(l—zcosé’)
Tedy:
cos—2 . .
cos ) = - sinf/ = ——=snf___| (6.1)

m’ 7(1—%0089)

Poznamka: Tyto vztahy lze odvodit také pomoci transformace vlnového étyi-vektoru (6.2), a to jako

. 'y
sing = &

Sz
cost =k 5

T

41
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6.2 Barva — Dopplertv jev

Pii stejném usporadani (dle obr. 6.1) 1ze obecné vlnovy étyi-vektor v necérkované a v ¢arkované soustavé
zapsat jako

kM — (E,I_c) _v (1,cos6,sin6,0),
c

&
/. w/ 7! OJ/ /g /
L — 7’]@: :—(1,0089,Sln970>7
c C

pri¢emz vlnovy ¢tyi-vektor se do ¢arkované soustavy transformuje dle vztahu

k"= A" kY (6.2)
kde matice transformace mé tvar
¥y - 00
v —Ly y 0 0
A, = 0 0 1 0
0 0 0 1
Potom
!
g ¥ A% 2 +A% Y cosh+ A% k2 + A%ES = A Y cosh = 42 (1 - E0059) .
c c c - NI c c¢c'c c c

W' =wy (1 —2cosb) (6.3)

6.2.1 Podélny Doppleruv jev

Plati

Vzdalujici se zdroj: § =0

Pokud 6 = 0, svételny paprsek prichdzi k pozorovateli ve sméru osy x (na obrazku leti zleva doprava), takze
se zdroj od ¢arkovaného systému vzdaluje (paprsek ,,dohani“ pozorovatele).

v

&
I

&
2
/N
—
|

| <
N—
I

&
—_
+1
ale|al
A
&
=)
N

Piiblizujici se zdroj: § =7

Pokud 6 = 7, svételny paprsek pfichdzi k pozorovateli proti sméru osy « (na obrazku leti zprava doleva),
takze se zdroj k ¢arkovanému systému piiblizuje (paprsek ,leti naproti“ pozorovateli).
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ol

, v 1+
w :w’y(lJrf):w
c

= >w (6.5)

ol

Poznamka: V obou pfipadech jdou hodiny zdroje vi¢i hodinam v ¢arkovaném systému pomaleji. Klasicky
efekt je ale silngjsi, a proto je i pres dilataci ¢asu pii priblizovani zdroje frekvence mérenad v ¢arkovaném
systému vyssi nez frekvence méfend zdrojem.

6.2.2 Pii¢ny Doppleruv jev

Pokud zdroj vysle zafeni ve sméru kolmém na smér pohybu ¢arkovaného systému, odpovida to pro vztah
(6.3) thlu @ = 7 (paprsek leti zespoda nahoru). V ¢arkovaném systému pak bude naméfena frekvence

W= > w. (6.6)

Pri¢ny Doppleruv jev je Cisté relativisticky jev.

6.3 Tvar — deformace

tvar jablka
v Case
a soustavé
jablka

toto vidi
pozorovatel
- 3D prunik

Obrézek 6.2: Vzhled jablka

Piiklad. (Viz obr. 6.2) Mé&me prostorocasovy diagram. V ném méame zndzornénou polohu stojiciho
jablka v ¢ase. V ¢ase t se pozorovatel P, ktery je umistén v po¢atku prostoru (tj. na ¢asové ose), podiva na
jablko. Co uvidi? Uvidi jablko jako tfirozmérny fez jablka svételnym kuzelem.

Priklad. Méjme uspotradani dle obr. 6.3. Ve sméru osy x leti ty¢ rychlosti #. V klidu ma ty¢ délku [,.
Pozorovatel P stoji na ose y a urcuje délku tyce tak, ze v Case ¢ p zaznamend soucasné paprsek vyslany v case
ta z levého konce tycCe a paprsek vyslany v case tp z pravého konce tyce. V case t4 mél levy konec tyce
polohu x4 (t4) a v ¢ase tp mél pravy konce tyée polohu zp5(tp). Délka tyée lp naméfend pozorovatelem P
je pak rozdil téchto poloh.

Necht ¢ = 0 tehdy, kdyz je ty¢ symetricky viiéi po¢atku. Potom lze psat

mA(t):vt—% = ’UtAZJJA(tA)-l-L,
IB(t):Ut+§ = UthxB(tB)—E.

Vzdalenost bodu z4(t4) od pozorovatele je

cltp —ta) = \/[xa(ta)> +vp-
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Obrazek 6.3: Letici ty¢
Vzdélenost bodu xp(tp) od pozorovatele je
c(tp —tp) = \/[B(ts)]? + yp

Pro zjednoduseni zanedbame yp.

C(tp - tA) = :Fa:A(tA)
C(tp — tB) = :FSCB(tB)

\\
sie ol

Tedy

vtp —vtg = :F%xA(tA)
vtp —vtp = FLap(tp)

Odtud L

t —

za(ta) = 522

tpti

ep(tp) = Ul};;z

Namétena délka tyce [p potom bude

lp = acB(tB) — xA(tA).
Méjme t¥i situace:

1. Oba konce tyce jsou nalevo od poc¢atku = horni znaménko.

l vtp+ Lt —vtp+ 1L l lo S
P: v = ’U_ > :0
1-3 -5 (-3

Navzdory relativistické kontrakei vidime delsi ty¢!

2. Ty¢ vpravo od pocatku:

l 1-2
lp = =1 c <<
P 112 0 1o = < lo

3. Levy konec tyce je vlevo od pocatku, pravy konec je vpravo od pocatku:

>y >1

_ (et 3) (1-2) —(vtp—3) (1+2) -2t

_ 2 _ 2

c? c?

(1)
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Existuje takova poloha tyce, kdy Ip = [7 Takova situace nastava pro tp = £7 kdy je ty¢ umisténa
symetricky viéi poc¢étku (paprsky z obou konci uleti vzdalenost poloviny délky zkracené tyce).

Vysledky vlevo a vpravo nezavisi na tp (limitni situace!) - viz obr. 6.4.

krortsi

Obrazek 6.4: Vzhled tyce vzhledem k tp



Kapitola 7

Variacni principy ve specialni teorii

relativity

7.1 Virtualni posunuti

V klasické mechanice je virtualni posunuti isochronni, v relativité nikoli:

6x(1,2) =0

7.2 D’Alembertuv princip a Lagrangeovy rovnice 1. druhu

,Nalezeni lagrangianu A“:

Prepis z 3D:

A upravujeme:

T

2
/ <Fu533“d7—%5x“d7'> =...
1 —_————

per partes

per partes s pevnymi konci:

2 2
d ddxt ddxH
/ ~ i sprdr = [—puéx”dr]f —/ —pu—x dr, +puix dr =
1 dr —_———— 1 dr dr
=0 (diky pevnym konctm)
dosadime:

.= ff (Fuéx“dT — moc2(5d7') =

0

Pokud lze (7.1) pfepsat jako ¢ ff vnitrek dr = 0, pak je vnitfek Gmérny A.

46

déa* = —moc?odr

(7.1)
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V takovém ptipadé lze psat

0S =0 [P Adr = [7(§AdT + Addr) =0 |

coz je Hamiltonuv princip, kde S = ([12 Adr je akce.

7.3 Lagrangeova funkce a akce

V klasické mechanice:

o d .
= L t J ']:7 ]dt
/. (t, ¢, ¢ dtQ)
T—-V

stav 2 oL d oL )
four [aqﬂ i (aqﬂ)] !

Lagrangian v relativité: A

Potom

e zavisi na podobnych proménnych, konkrétné na x* a u*
e je invariantni
e integruje se dle vlastniho ¢asu 7

e pii newtonovské limité L prechéazi v néco, co zname z klasické fyziky

7.4 Hamiltontv princip a Lagrangeovy rovnice 2. druhu

7.4.1 Variace polohy: x**

P =gt + S — da** =dx” + doz”

7.4.2 Variace zmény casu: d7*

Zname vztah pro ¢asoprostorovy interval:

(—ds?) = 2dr? = —p, datdz”

47

(7.2)
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Tedy
dr* = %\/—nwdx*“dx*”
= %\/c2d7'2 — 2ndardox”
= dT\/l — C%TIW% dgiy
. dzt
=dr — c%?’]uy F dox”
——
uH
. 1 v
=dr ——Zuydéx
NI
odr
Shrnuti:

da** = da + dox*

dr* =dr +dédr, ddr = —C%uydéa:l’

Poznamka: dd = 4d.

7.4.3 Variace c¢tyr-rychlosti: u**

1 1
g = dott dz* 4 dox 1
dr> dr )
— —
et

= (w+5) (L Fu )

déx# 1 dox”
+ 12

)
ut dr c? dr

projektor do 3D, je kolmy na u”

. 1 déx”
=ul+ (6'uy + C2’U/u’ll,,/) ar

Sut

uwt = ut + out, out = (5’“2, — %u”uy) —dgfy

Dikaz vzajemné kolmosti projektoru a u”:

1 v 1 2
(5’2 + C2u#u,,> u” =ut + C—Qu#(fc ) =0,

48

(7.3)

(7.4)

(7.5)
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nebot
N ut'u” = u,u” = —c2.
Tedy
Nt u  =—c2+ o(5?) .
S——— ~—~—
UH(SUV—&-UV(SUH zanedbat
———  N——

zanedbat  zanedbat

Odtud plyne, ze u*™* je spravné normalizovand, tj. ze plati

Nuu e = —c*|. (7.6)

Poznamka o projektorech

Plati pravidlo:

,Projektor na druhou rovna se projektor.“

Tedy
P? = (" + C%u“uc,) (67, + C%u“ua)
=o*, + C%u“ua + C%u“ua(—g)
=0, + C%u“ua
=P
Tedy vztah

1
<§“,, + 2u“ul,)
c

by mél byt projektor.

7.4.4 Cesta k Lagrangeovym rovnicim 2. druhu ve specialni relativité

Dosazenim piedchozich vysledki vypoc¢tu variaci dz#, dut a ddr do (7.2) ziskdme

65 = [P [(Ehear + §iour) dr + Asdr]

_ 21 9A m OA m 1,1 déz” A déz”
- fl [aw“(sx dr + ouH (6 vt 2 u”) dr dr — 2Uv=qr dT]

PR IR0 — i [0 (0 4 ) — Aw] 6x}dr

SR R B e - s o

Lagrangeovy rovnice 2. druhu ve specialni relativité maji tvar

8/\_1[6/\ _}_l(aAuN_A)uV}:O’ (77)

oxV dr Louwv c2 \Qur
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kde vyraz H = gfu u” — A je hamiltonian.

7.5 Lagrangeova funkce a pohybové rovnice v konkrétnich pripa-
dech

7.5.1 Nabita castice v EM poli

Lorentzova sila:

F,=qF,,u",
kde
Fo=4,,—A4,.,.
Tedy:
2 2
/ F,éxPdr = / q(Ay, — A, udztdr =
1 1
dosadime:
Ay ozt =64,
0A,dzv dA
A v v — L = e/
ot Oxv dr dr
a ziskame:

=al; (MVu” — 44, (w) dr =

t N
per p:ar es qf12 ((SA,,’U,V + AH dof—u

3 )dT:

2 v
=q/; <5Ayu dr+A4, dézt ) =
=ddazr=5(urdr)

qfl2 d(Ayurdr) =

dosazenim do (7.1) =
2 2 2
/ (F/L(SI#dT — moc2§d7') = 5/ (qu,u” - m0c2) dr = 5/ Adr
1 1 1

Kontrola vysledkt dosazenim A = ¢gA,u’ — moc? do Lagrangeovych rovnic 2. druhu:

oA oA ou’ oA
— o — _ _ no_ _ 1 2 o __ 2
A qAqu?, S = Ao 55 = qgA, = H= S U A = qA,ut + moc® — qAsu” = mye

69,

OA d [ OA ! Hu,,] =qAy; u’ — d {qA,, + mouy] =0
——

Ozv  dr |ouw ' 2 dr
Pv
dp, o o o
= d = qAa,uu - un,au =dq (AU,V - Au,a) u’ =F,
T N————
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7.5.2 Variac¢ni odvozeni 1. sady Maxwellovych rovnic

Pro elektromagnetické pole ma hustota lagrangianu A tvar

1
AN=——FMF, + j"A
4M " \,_H/
D potencidlovy ¢len

kineticky clen
Akci S ur¢ime integraci hustoty lagrangianu pres néjakou pevnou uzavienou prostorocasovou oblast €2:

S:/)\dQ.
Q

Necht vsude na hranici 9 oblasti Q plati okrajova podminka §A, = 0, tj. mame ,pevné konce*“.

0=45 5 [, MQ = [, A0
1

1
— _ 2% _ 124 10
fQ< 4M§F F,, 4uF §F, +j 5A#)d§2

— & Fiv§F,,
Jo [~ 2 P 34y = 0Au) + 764, | A = ...

—FM A, , + FM§A,, = —F"6A, , + F"" 6A,, = —2F"§A,,
—_Fnv

= Ja (%FW(;AW +jM§A”) dar =
= B e, - EPaa. A, a0 =

SV

ussova vé 1 1
Gaussova véta —FMU(SAMdEu _’_fQ (_lF/WU —|—j“> 5A#dQ =0 V(;A#
oa M "

=0
= ", = u"
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