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Kapitola 1Newtonùv integrál
Pojmy v této kapitole: Zobe
nìná primitivní funk
e (ZPF), zobe
nìný pøírùstekfunk
e, Newtonùv integrál (NI), velké þÓÿ, øádová rovnost. Vìta o jednoznaènosti ZPF,per partes pro NI, linearita NI, intervalová aditivita, substitu
e pro NI, o existen
i primi-tivní funk
e, o konvergen
i NI, srovnáva
í vìta pro NI.Defini
e 1.1 (Zobe
nìná primitivní funk
e.) Funk
e F (X) se nazve zobe
nìnáprimitivní funk
e k f(x) v intervalu (a; b), pokud1. F (x) je spojitá v (a; b),2. existuje koneèná mno¾ina N � (a; b) tak, ¾eF 0(x) = f(x) 8x 2 (a; b)�NÚmluva znaèení 1.1 Znaèení zobe
nìné primitivní funk
e:F (x) 2 ZPF (f(x); (a; b)) :Poznámka 1.11. Primitivní funk
e je zobe
nìná primitivní funk
e.2. 
o se dìje v N :� F 0(x) neexistuje� F 0(x) 6= f(x)� f(x) není de�novánaPøíklad 1.11. jxj 2 ZPF (sgn (x);R)� jxj spojitá v R� (jxj)0 = sgn (x) 8x 2 R�f0g2. F (x) := (x(ln jxj � 1) x 6= 00 x = 0� tvrdím: F (x) 2 ZPF (ln jxj;R)� dùkaz tvrdím: spojitost: x 6= 0 spojitá� ??? F (0) = 0 = limx!0 x(ln jxj � 1) = 0, proto¾e x! 0 a (ln jxj � 1)! �12



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 3Vìta 1.1 (O jednoznaènosti ZPF.) Ne
h» F (x); G(x) 2 ZPF (f(x); (a; b)). Pakexistuje C 2 R tak, ¾e (F (x)�G(x)) = C v (a; b).Dùkaz vìty 1.1 F (x); G(x) 2 ZPF spojitá v (a; b)F 0(x) = f(x)8x 2 (a; b)�N1G0(x) = f(x)8x 2 (a; b)�N2Polo¾me N = N1 [ N2 koneèná mno¾ina; N = fx1; x2; : : : ; xng, BÚNO x1 < x2 < x3 <: : : < xn.Oznaèíme x0 = a, xn+1 = b. OznaèmeH(x) = F (x)�G(x) v intervalu (xi; xi+1) (0 � i �n): H 0(x) = [F (x)�G(x)℄0 = F 0(x)�G0(x) = f(x)� f(x) = 0. Pak 9Ci 2 R; H(x) = Civ (xi; xx+1)H(x) je spojitá v xi (rozdíl dvou ZPF, které jsou spojité)H(xi) = limx!xi+H(x) = Ci = limx!xi�H(x)=Ci�1 (H(x) = Ci na P+(xi) )) Ci = Ci�1 ) 9C 2 R, Ci = C 8i �Úmluva znaèení 1.2 Znaèení limity zprava (zleva):F (x0+) := limx!x0+ F (x)F (x0�) := limx!x0� F (x)Pøíklad 1.2 limx!+1 f(x) = f(+1�)Defini
e 1.2 (Zobe
nìný pøírùstek.)[F (x)℄ba = [F (x)℄x=bx=a := F (b�)� F (a+)Defini
e 1.3 (Newtonùv integrál.) Je-li F (x) 2 ZPF (f(x); (a; b)), de�nujeme(N ) Z ba f(x)dx = [F (x)℄ba ;má-li pravá strana smysl.Úmluva znaèení 1.3 (N ) nepí¹eme, ale myslíme si ho.Poznámka 1.2 Korektnost de�ni
e: F (x); G(x) 2 ZPF (f(x); (a; b)). Co potøebuji?� 9 ZPF� 9 F (a+); F (b�) (to je OK), pak dle vìty 1.1 F (x) = G(x) + C� F (a+)� F (b�) má smyslF (a+) = G(a+) + CF (b�) = G(b�) + CF (b�) � F (a+) = (G(b�) + C) � (G(a+) + C) = (vìta o aritmeti
e limit) = G(b�) �G(a+)



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 4Poznámka 1.3 Pokud F (x) spojitá v [a; b℄ ) [F (x)℄ba = F (b)� F (a)Pøíklad 1.31. (N ) R 1�1 ln jxjdx = R 1�1 ln jxjdx = [x(ln jxj � 1)℄1�1 = �1� (+1) = �22. R +1�1 dx1+x2 = [ar
tg (x)℄+1�1 = �2 � ���2 � = �3. R +10 dxx+1 = [ln jx+ 1j℄+10 = +1� 0 = +14. R +1�1 (x+ x3)dx = hx22 + x44 i+1�1 = +1� (+1) : : : nemá smysl.Vìta 1.2 (Per partes pro Newtonùv integrál.) Ne
h» F (x) 2 ZPF (F 0(x); (a; b)),G(x) 2 ZPF (G0(x); (a; b)). PotomZ ba F 0(x)G(x)dx = [F (x)G(x)℄ba � Z ba F (x)G0(x)dx;má-li pravá strana smysl.Úmluva znaèení 1.4 (a; b)�N : : : a¾ na KM (koneènou mno¾inu)Dùkaz vìty 1.2 F (x) 2 ZPF (F 0(x); (a; b))) F (x) je spojitá na (a; b) & 9F 0(x) vlastnía¾ na KM9H(x) 2 ZPF (F (x)G0(x); (a; b)) a [H(x)℄ba má smysltvrdím: F (x) �G(x)�H(x) 2 ZPF (F (x)G0(x); (a; b))- spojitost v (a; b) OK.- pøírùstek: [F (x) �G(x)�H(x)℄ba = [F (x) �G(x)�℄ba � [H(x)℄ba : : : má to smysl, mù¾uroztrhnout limity- [F (x) �G(x)�H(x)℄ba : : : z de�ni
e- [F (x) �G(x)�℄ba : : : pravá strana- [H(x)℄ba = R ba F (x)G0(x)- deriva
e: (F (x) �G0(x)�H(x))0 = F 0 �G+F �G0�H 0 = a¾ na KM = F 0 �G; H 0 = F �G0�Vìta 1.3 (Linearita Newtonova integrálu.)Z ba 
 � f(x)dx = 
 � Z ba f(x)dxZ ba f(x) + g(x)dx = 
 � Z ba f(x) + g(x)dx;mají-li pravé strany smysl.Dùkaz vìty 1.3 Dùkaz je za domá
í 
vièení. �



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 5Vìta 1.4 (Intervalová aditivita.) Ne
h» a < b < 
.Z 
a f(x)dx = Z ba f(x)dx + Z 
b f(x)dx;pokud integrály napravo jsou koneèné.Dùkaz vìty 1.4 Dle pøedpokladù 9F1(x) 2 ZPF (f(x); (a; b)) & 9F2(x) 2 ZPF (f(x); (a; b))Naví
 F1(b�); F2(b+) jsou koneèné.De�nuji F (x) := 8><>:F1(x); x 2 (a; b)F1(b�); x = bF2(x) + S; x 2 (b; 
); S = F1(b�)� F2(b+)Tvrdím: F (x) 2 ZPF (F 0(x); (a; b))Spojitost: na (a; b) a na (b; 
) zøejmá.- v bodì b: F (b) = (F1(b�)F2(b+) + S = F1(b�) ) F (x) je spojitá na (a; 
)[F (x)℄0 = f(x) a¾ na KMLHS = [F (x)℄
a = F (
�)� F (a+) = F2(
�) + S � F1(a+) == F2(
�) + F1(b�)� F2(b+)� F1(a+) == [F2(x)℄
b + [F1(x)℄ba = RHS: �Vìta 1.5 (Substitu
e pro Newtonùv integrál.) Ne
h» '(t) : (�; �) ! (a; b)vzájemnì jednoznaènì, '(t) je spojitá, '0(t) koneèná, nenulová existuje v¹ude a¾ na KM.Potom Z ba f(x)dx = Z �� f ('(t)) � j'0(t)jdt = Z '�1(b�)'�1(a+) f ('(t)) � '0(t)dt;má-li alespoò výraz vpravo smysl.Dùkaz vìty 1.5 Oznaème:R ba f(x)dx : : : (1)R �� f ('(t)) � j'0(t)jdt : : : (2)R '�1(b�)'�1(a+) f ('(t)) � '0(t)dt : : : (3)'(t) buï roste, nebo klesá. Omezme se na '(t) klesají
í:(2) = (3): '(t) klesají
í: '�1(b�) = inf ('�1(a; b)) = �, '�1(a+) = sup ('�1(a; b)) = �.'0(t) � 0 v¹ude, kde existuje: v¹ude a¾ na KM. j'0(t)j = �'0(t) v¹ude a¾ na KM.(2) = � R �� f ('(t)) � '0(t)dt(3) = R �� f ('(t)) � '0(t)dt = � R �� f ('(t)) � '0(t)dt(1) : existuje: 9F (x) 2 ZPF (f(x); (a; b)), potom F ('(t)) 2 ZPF (f ('(t)) � '0(t); (�; �))spojitost: F (x) spojitá = ZPF, '(t) spojitá dle pøedpokladù ) spojitá[F ('(t))℄0 = F 0 ('(t)) � '0(t) = f ('(t)) � '0(t)



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 6(2) = � [F ('(t))℄�� = (F ('(��))� F ('(�+)))'(��) = a, F (a+) existuje, '(t) > a, t 2 P�(�), � (F (a+)� F (b�)) = (1)obrá
enì: (2) existuje:R �� f ('(t)) � j'0(t)j = (polo¾ím t = '�1(x), stejná úvaha jako kdy¾ (1) = (2)):= R ba f (' ('�1(x))) � j'0 ('�1(x))j � j['�1(x)℄0jdx =Vìta o limitì slo¾ené funk
e = ['�1(x)℄ = 1'('�1(x)) = R ba f(x)dx �Defini
e 1.4 Dodatek k de�ni
i Newtonova integrálu:Je-li b < a, pak Z ba f(x)dx := � Z ab f(x)dxa naví
 Z aa f(x)dx := 0:Poznámka 1.4 Hodnota integrálu nezávisí na koneènì mnoha zmìná
h f(x). F 0(x) =f(x).Vìta 1.6 (O existen
i primitivní funk
e.) Ne
h» f(x) je spojitá v (a; b). Potomexistuje F (x) primitivní k f(x) v (a; b).Dùkaz vìty 1.6 Pozdìji. �Poznámka 1.5 Pokud R ba f(x)dx 2 R, øíkáme, ¾e integrál konverguje.Poznámka 1.6 R ba f(x)dx konverguje, (
; d) 2 (a; b), potom té¾ R d
 f(x)dx konverguje.Vìta 1.7 (O konvergen
i Newtonova integrálu.) Ne
h» f(x) je spojitá v (a; b).Potom1. je-li f(x) � 0 v (a; b) f resp. f(x) � 0 v (a; b) g, pak R ba f(x)dx existuje.2. existuje-li g(x) tak, ¾e jf(x)j � g(x) v¹ude v (a; b) a naví
 R ba g(x)dx konverguje,potom také R ba f(x)dx konverguje.Dùkaz vìty 1.7 Dle Vìty 1.6 9F (x) primitivní funk
e k f(x)1. F 0(x) = f(x) � 0 v (a; b)F je neklesají
í: F (b�); F (a+) existují, naví
: F (b�) � F (a+) má smysl, proto¾eF (b�) � F (a+), pøípad (F (b�) � F (a+)) 6=1 (domysled za DÚ)2. 9G(x) 2 ZPF (g(x); (a; b))G(b�); G(a+) existují vlastníuka¾me napø.: 9F (b�) vlastní:F (x) = G(x) + F (x)�G(x); kde H(x) = F (x)�G(x). Pak



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 7[H(x)℄0 = F 0(x)�G0(x) = f(x)� g(x) � 0 v (a; b) a¾ na KM,tedy platí na P�(b), H(x) je nerostou
í na P�(b):) H(b�) existuje. Závìr: F (b�) existuje.H(b�) je vlastní: staèí zdola omezená: [H(x) + 2G(x)℄0 = f(x)� g(x) + 2g(x) == f(x) + g(x) � 0 na P�(b)H(x) + 2G(x) je neklesají
í:H(x)+2G(x) � H(x0)+2G(x0) = C, C : : : konstanta, 8x 2 (x0; b), kde x0 2 P�(b)H(x) � �2G(x) + CG(b�) existuje vlastní) H(x) je zdola omezená. �Poznámka 1.7 Funk
e g(x) z pøípadu 2) se nazývá integrabilní majoranta k funk
if(x).Vìta 1.8 Ne
h» f(x) je spojitá, omezená na omezeném uzavøeném intervalu [a; b℄. PotomZ ba f(x)dx konverguje:Dùkaz vìty 1.8 jf(x)j �M = g(x), R ba g(x)dx =M � (b� a)Dle Vìty 1.7 : pøípad 2) �Poznámka 1.8 Dodatek:Pøedpoklady jsou splnìny spe
iálnì, je-li f(x) spojitá v [a; b℄.Defini
e 1.5 (Velké O.) Ne
h» f(x); g(x) jsou de�novány na P(x0). Øíkáme, ¾e f(x) =O (g(x)) pro x! x0, pokud 9
 > 0 a 9Æ > 0 tak, ¾e jf(x)j � 
 � jg(x)j pro x 2 PÆ(x0).Defini
e 1.6 (Øádová rovnost.) Øíkáme, ¾e f(x) � g(x) (f(x) je øádovì rovno g(x))pro x ! x0, pokud limx!x0 f(x)g(x) existuje koneèná, nenulová. Analogi
ky de�nujeme prox! x0+, x! x0�.Pøíklad 1.41. sinx � x pro x! 02. ln(1 + x) � x pro x! 03. 1� 
os x � x2 pro x! 04. p(x) : : : polynom stupnì n ) p(x) � xn pro x! +1p(x)xn = an�xn+an�1�xn�1+:::xn = an + an�1 � x�1 + : : : = an5. ar
tg x = O(1) pro x! 0+jar
tg xj � �2 � 1 = C � 1 na R



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 86. lnx = O( 1px) pro x! 0+px � ln(x)! 0 pro x! 0+jpx � ln(x)j � 1 v jistém P+(0)j ln(x)j � 1pxLemma 1.11. Ne
h» limx!x0 f(x)g(x) = A 2 R. Pak f(x) = O (g(x)) pro x! x0.2. Ne
h» f(x) � g(x) pro x! x0. Potom f(x) = O (g(x)) a také g(x) = O (f(x)) prox! x0.Dùkaz lemmatu 1.11. f(x)g(x) ! A ) ��� f(x)g(x) ���! jAj )) ���f(x)g(x) ��� � jAj+ 1 na jistém P(x0)jf(x)j � (jAj+ 1) � jg(x)j na jistém P(x0).2. f(x) � g(x) : : : f(x)g(x) ! A 2 R�f0g )) dle 1) f(x) = O (g(x)) pro x! x0f(x) � g(x) : : : g(x)f(x) ! 1A 2 R�f0g )) dle 1) g(x) = O (f(x)) pro x! x0 �Poznámka 1.9 Je-li f(x) = o (g(x)) (malé þóÿ), je té¾ f(x) = O (g(x)) (velké þóÿ) prox! x0.Vìta 1.9 (Srovnáva
í vìta.) Ne
h» f(x); g(x) jsou spojité na jistém P+(x0), g(x) > 0.1. Jestli¾e f(x) = O (g(x)) pro x ! x0+ a R x0+Æx0 g(x)dx konverguje pro nìjaké Æ,potom té¾ R x0+Æ1x0 f(x)dx konverguje pro Æ1 dost malé.2. Je-li f(x) � g(x) pro x! x0, potom 9Æ1 > 0 tak, ¾e 8Æ 2 (0; Æ1) platíZ x0+Æx0 f(x) konverguje , Z x0+Æx0 g(x) konvergujePoznámka 1.10Dùkaz vìty 1.91. f(x) = O (g(x)) ) 9Æ1 & 9
 > 0: jf(x)j � C � jg(x)j = C � g(x) na PÆ1+ (x0)BÚNO Æ1 < Æ ) R x0+Æx0 g(x)dx konverguje.C � g(x) je konvergentní majoranta k f(x) na PÆ1+ (x0)) R x0+Æ1x0 f(x)dx konverguje.2. f(x) � g(x) ) f(x) = O (g(x)) & g(x) = O (f(x)) pro x! x0 dle 1).



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 9�Pøíklad 1.51. Konverguje R 10 lnxdx?Zvolme Æ 2 (0; 1). Potom:R 10 lnxdx = R Æ0 lnxdx+ R 1Æ lnxdxR 1Æ lnxdx konverguje: spojitá funk
e na omezeném uzavøeném intervalu.lnx = O � 1px� pro x! 0R Æ0 dxpx = [2px℄Æ0 = 2pÆ � 0 = 2pÆ : : : konvergujeVýsledek: R 10 lnxdx konverguje.Pøíklad 1.6 Dùle¾ité pøíklady1. R Æ0 xadx konverguje , a > �1, Æ 2 (0;1)2. R +1� x�dx konverguje , � < �1, � 2 (0;1)Pøíklad 1.7 Výpoèet: (napø. 2:)R +1� x�dx, � 2 (0;1)primitivní funk
e k x� = 8><>:x�+1�+1 ; � 6= �1ln jxj; � = �1R +1� x�dx = 8>>>><>>>>:hx�+1�+1 i+1� = (+1; � > �12 R; � < �1[ln jxj℄+1� = +1� ln� = +1 : : : divergujePøíklad 1.8 R +10 ar
tg xx� dx = R Æ0 : : :dx+ R �Æ : : :dx+ R +1� : : :dx = I1 + I2 + I3, 0 < Æ <� < +1I2 konverguje v¾dyar
tg xx� � x1�� pro x! 0+I1 : : : konverguje , � < 2. Dále platíu +1: ar
tg xx� � x��, x! +1, tak¾eI3 : : : konverguje , � > +1.Závìr: konvergen
e pro � 2 (1; 2).



Kapitola 2Riemannnùv integrál
Pojmy v této kapitole: Dolní souèet, horní souèet, dolní integrál, horní integrál,Riemannùv integrál (RI), spojitost na intervalu, obyèejná spojitost, stejnomìrná spojitost,objem rotaèního tìlesa, plo
ha v polární
h souøadni
í
h, délka køivky. Vìta o aditivitìdolního integrálu, o aditivitì horního integrálu, o aditivitì Riemannova integrálu.Defini
e 2.1 (Dolní souèet, horní souèet. Dolní integrál, horní integrál.)Ne
h» f(x) : [a; b℄ ! R je omezená. Ne
h» D := fa = x0 < x1 < x2 < : : : < xn = bg,mi := inf f([xi�1; xi℄), i = 1; : : : ; na Mi := sup f([xi�1; xi℄), i = 1; : : : ; n. Pak de�nujemes(D) =Pni=1mi(xi � xi�1) jako dolní souèet f(x) pøíslu¹ejí
í D a také de�nujemeS(D) =Pni=1Mi(xi � xi�1) jako horní souèet f(x) pøíslu¹ejí
í D. Dále de�nujemeR ba f(x)dx = supD s(D) jako dolní integrál. Analogi
ky de�nujemeR ba f(x)dx = infD S(D) jako horní integrál.Poznámka 2.1 m � f(x) � M ) m � mi � Mi �M ,m(b� a) � s(D) � S(D) �M(b� a)Poznámka 2.2 Dùsledek:1. R ba f(x)dx, R ba f(x)dx jsou v¾dy koneèné.2. Ne
h» D� je zjemnìní D. Potom:s(D�) � s(D) a S(D�) � S(D)Dùsledek:D1; D2 libovolná) s(D1) � S(D2).Dùkaz.: Ne
h» D� = D1 [D2 spoleèné zjemnìní. Potoms(D1) � s(D�) � S(D�) � S(D2) �10



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 11Dùsledek: Z ba f(x)dx � Z ba f(x)dxDefini
e 2.2 (Riemannùv integrál.) Ne
h» f(x) : [a; b℄ ! R je omezená. PokudZ ba f(x)dx = Z ba f(x)dx;pak toto èíslo nazvu Riemannùv integrál f(x) na [a; b℄. Znaèím(R) Z ba f(x)dxLemma 2.0 lemma 2.0 Tvrzení: Funk
e f(x) má Riemannùv integrál, 8" 9D (dìlení)tak, ¾e S(D)� s(D) < ":Dùkaz lemmatu 2.0 " > 0 dáno 9D1 : s(D1) > R ba f(x)dx� "29D2 : S(D2) < R ba f(x)dx + "2 gD� = D1 [D2S(D�) � S(D2)s(D�) � s(D1)S(D�)� s(D�) < " �Pøíklad 2.11. f(x) = C, x 2 [a; b℄, D je libovolnémi =Mi = C 8is(D) = C � (b� a), S(D) = C � (b� a)R ba f(x)dx� R ba f(x)dx = C � (b� a)2. f(x) = D(x) : : : Diri
hletova funk
e, x 2 [a; b℄, D libovolnénabývá jen 0 - v ka¾dém intervalu alespoò 1 bod nabyde 1 a 0.mi = 0;Mi = 1 8i = 1; : : : ; n- bude tam aspoò 1 ra
ionální èíslo.s(D) = 0 = R ba D(x)dx = 0S(D) = 1 8D g nemá Riemannùv integrál.3. f(x) = x, yi 2 [0; 1℄, D : xi = in , i = 1; : : : ; n, n 2 N pevnédolní souèet:mi - inf té funk
e: mi = f(xi�1) = i�1n , délka intervalu 1n .s(D) =Pni�1 i�1n � 1n = 1n2 Pni=1(i� 1) = 1n2 �12n(n+ 1)� n�mi = 12 pro n! +1 ) R ba � 12 .



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 12horní souèet:S(D) =Pni�1 in � 1n = 1n 12n(n + 1), limitnì se blí¾í 12Mi = f(xi) = in (nabývá se v horním bodì)12 � R ba � R ba � 12 ) (R) Z 10 xdx = 12Lemma 2.1 Funk
e f(x) má Riemannùv integrál , 8" 9D (dìlení) tak, ¾eS(D)� s(D) < ":Dùkaz lemmatu 2.1� þ)ÿ" > 0 dáno. (R) Z ba = Z ba = Z ba :Ne
h» D� = D1 [D2 je zjemnìní dìlení. Potom dolní souèet roste, s(D�) se pøiblí¾ík R & S(D�) klesá a pøiblí¾í se k R .) to jsme 
htìli najít.� þ(ÿ nega
í:Kdy¾ :9(R) R ) není spnìna podmínka: R ba < R ba - není splnìno s " < : : : (???doplním pozdìji) �Vìta 2.1 Ne
h» f(x) : [a; b℄! R je omezená, monotónní. Potom existuje (R) R ba f(x)dx.Dùkaz vìty 2.1 De�nuji dìlení: D : xi = a+ in � (b�a), kde i = 1; : : : ; n, interval [a; b℄rozdìlím na n stejný
h délek.BÚNO ne
h» f(x) je neklesají
í. Potom mi = f(xi�1) a Mi = f(xi). Velikost jednohodílku je xi � xi�1 = b�an . Pro souèty platí vztah:S(D)�s(D) =Pni=1(Mi�mi)(xi�1�xi) =Pni=1 [f(xi)� f(xi�1)℄� 1n �(b�a); kde 1n �(b�a)je konstanta nezávislá na i.(f(x1)� f(x0))+(f(x2)� f(x1))+(f(x3)� f(x2))+: : :+(f(xn)� f(xn�1)) =Pi f(xn)�f(x0) = f(b)� f(a)Tedy S(D)� s(D) = 1n � (b� a) � (f(b)� f(a)), kde (f(b)� f(a)) je konstanta.Pro n dost velké je (b� a) hodnì malé.) S(D)� s(D) mù¾e být libovolnì malé ) dle Lemmatu 2.1 (R) R ba existuje (vezmu ntak, aby výraz < ", pak to vyjde. )



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 13�Defini
e 2.3 (Spojitost na I.) Øekneme, ¾e f(x) je spojitá na I, jestli¾e 8x 2 I9" > 0 9Æ > 0: 8y 2 U Æ(x) \ I ) f(x) 2 U " (f(x)). Na kraji I jen jednostranné okolí.Defini
e 2.4 (Obyèejná spojitost.) Øekneme, ¾e f(x) je spojitá, jestli¾e 8" > 08x 2 I 9Æ > 0: 8y 2 I: jx� yj < Æ ) jf(x)� f(y)j < "Defini
e 2.5 (Stejnomìrná spojitost.) Øekneme, ¾e f(x) je stejnomìrnì spojitá,jestli¾e 8" > 0 9Æ > 0 8x 2 I 8y 2 I: 8y 2 I: jx� yj < Æ ) jf(x)� f(y)j < " (�)Pro dané " univerzální Æ - 8y.Lemma 2.2 Ne
h» f(x) je spojitá na uzavøeném, omezeném intervalu I = [a; b℄. Potomf(x) je stejnomìrnì spojitá na I.Dùkaz lemmatu 2.2 Sporem: není stejnomìrnì spojitá ) není spojitá.Ne
h» ne (�): 9" > 0> 8Æ > 0 9x; y 2 I: jx� yj < Æ & jf(x)� f(y)j � Æ. Fixuji " > 0:Æ = 1n ) 9xn; yn 2 I jxn � ynj < 1n = Æ,jf(xn)� f(yn)j � "Posloupnost fxng má hromadný bod x0 2 If(x) je spojitá v x0: 9Æ > 0 x 2 U Æ(x0) \ I ) jf(x)� f(x0)j < "2 .U Æ2 (x0) obsahuje 1 èlenù posloupnosti fxng. Spe
iálnì obsahuje xn takové, ¾e 1n < Æ2 ,n > 2Æ , kde n je dost velkéTedy: xn 2 U Æ2 (x0) jxn � ynj < 1n < Æ2 ) yn 2 U Æ(x0), yn nejvý¹ o Æ2 dáljf(xn)� f(yn)j = jf(xn)� f(x0) + f(x0) � f(yn)j � jf(xn)� f(x0)j + jf(yn)� f(x0)j <"4 + "4 < "2Spor: jf(xn)� f(yn)j � " z de�ni
e. �Vìta 2.2 Spojitá funk
e na uzavøeném intervalu má Riemannùv integrál.Neboli C ([a; b℄) � R ([a; b℄).Dùkaz vìty 2.2 f(x) : [a; b℄ ! R je spojitá. " > 0 libovolné. Stejnomìrná spojitost(! Lemma 2.2 ): 9Æ > 0 8x; y 2 [a; b℄: jx� yj < Æ ) jf(x)� f(y)j < ".Zvol dìlení D (rovnomìrné): xi = a + in � (b � a); i = 0; : : : ; n (n intervalù), n tak velké,aby 1n(b� a) < Æ, (b� a) = (xn�1 � xi)Klíèové porovnání:Mi �mi � "2 body - jeji
h rozdíl < Æ ) jeji
h fuknèní hodoty < ÆMi sup; Mi inf ) musí se sejít, proto¾e sup a inf se nabývají na spojitém uzavøenémintervalu.Mi = sup f(Ii) = f(�i), 9� 2 Ii, kde Ii = [xi�1; xi℄mi = inf f(Ii) = f(�i), 9� 2 Ii. Platí j�i � �ij < ÆS(D) � s(D) = Pni=1(Mi � mi)(xi�1 � xi) � Pni=1 " � b�an = "(b � a), kde " je libovolnìmalé (z poznámky o "-e
h)



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 14) (Lemma 2.1 ) : : : existuje Riemannùv integrál. �Lemma 2.3 (O aditivitì dolního integrálu.) Ne
h» a < 
 < b . PotomZ ba f(x)dx = Z 
a f(x)dx+ Z b
 f(x)dx;má-li jedna strana smysl.Dùkaz lemmatu 2.3 D1 : : : dìlení[a; 
℄D2 : : : dìlení[
; b℄ g libovolná. Polo¾ D = D1 [D2 ) zjemnìnídìlení [a; b℄:Zøejmì: s(D1) + s(D2) = s(D) � R ba f(x)dxD dìlení [a; b℄, D� = D [ f0g : : : aby se dalo rozdìlit na dal¹í dìlení. Pak R 
a f(x)dx +s(D2) � R ba f(x)dx=pøes v¹e
hna supDD� = D1 [D2: Z 
a f(x)dx + Z b
 f(x)dx � Z ba f(x)dx (|)Zjemnìní - mù¾e se nejvý¹e zvìt¹it: s(D) � s(D�) = s(D1) + s(D2) � R 
a f(x)dx +R b
 f(x)dx=pøejdu k supD(|) ! R 
a f(x)dx � R 
a f(x)dx + R b
 f(x)dx )Z ba f(x)dx = Z 
a f(x)dx + Z ba f(x)dx �Lemma 2.3 ' (O aditivitì horního integrálu.) Ne
h» a < 
 < b . PotomZ ba f(x)dx = Z 
a f(x)dx+ Z b
 f(x)dx;má-li jedna strana smysl.Dùkaz lemmatu 2.3 Analogi
ky jako v Lemmatu 2.3 . �Vìta 2.3 (O aditivitì Riemannova integrálu.) Ne
h» a < 
 < b . Potom(R) Z ba f(x)dx = (R) Z 
a f(x)dx + (R) Z b
 f(x)dx;má-li jedna strana smysl.Dùkaz vìty 2.3 � R ba f(x)dx = � R 
a f(x)dx� R b
 f(x)dxR ba f(x)dx = R 
a f(x)dx + R b
 f(x)dx



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 15R ba f(x)dx� R ba f(x)dx = �R 
a f(x)dx� R 
a f(x)dx� + �R b
 f(x)dx� R b
 f(x)dx�þ) ÿ pokud RHS má smysl:�1 = �2 = 0 ) � = 0 ) 9 (R) R ba f(x)dx.þ( ÿ pokud LHS má smysl:� = 0 = �1 +�2 & �1;�2 � 0 (zároveò souèet 0)) �1��2 = 0 ) mají smysl �1;�2obì strany mají smysl. �Defini
e 2.6 Dodatek k defini
i Riemannova integrálu: Pro a > b(R) Z ba f(x)dx = �(R) Z ab f(x)dxa dále (R) Z aa f(x)dx = 0:Vìta 2.3 ' (O aditivitì Riemannova integrálu.) Ne
h» a; b; 
 2 R . Potom(R) Z ba f(x)dx = (R) Z 
a f(x)dx + (R) Z b
 f(x)dx;má-li jedna strana smysl.Dùkaz vìty 2.3 a < 
 < b : : : viz Vìta 2.3 .Ne
h» a < 
 = b: (R) R b
 f(x)dx = 0.Ne
h» a < b < 
: (R) R 
a f(x)dx = (R) R ba f(x)dx + (R) R 
b f(x)dx = (R) R ba f(x)dx �(R) R b
 f(x)dx. �Poznámka 2.3 Poznámky k Riemannovu integrálu.1. f � g na [a; b℄ ) (R) R ba f � (R) R ba g2. jf j �M v [a; b℄ ) ���(R) R ba f ��� � M � (b� a)3. linearita: (R) R ba (� � f + � � g) = �(R) R ba f + �(R) R ba g4. f = g v [a; b℄�K, kde K je koneèná mno¾ina. Pak (R) R ba f = (R) R ba gDùsledek: f(x) staèí de�novat a¾ na KM.Pøíklad 2.2 R(x) = (0; x 2 R�Q1q ; x = px ; p; q nesoudìlnáTvrdím: (R) R 10 R(x)dx = 0R 10 R(x)dx = 0??? R 10 R(x)dx = 0Klíèové pozorování:



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 161. " dáno;2. existuje nejvý¹e k bodù f�j : j = 1; : : : ; Kg; �j 2 [0; 1℄: f(�j) � "�j = pq ; 0 � p � q & f(�j) = 1q > " ) q � 1"D : xi = in ; i = 0; : : : ; n - rovnomìrné dìlenín tak velké, ¾e kn < "S(D) =Pni=1Mi(xi�1 � xi) =Pni=1Mi 1n =Pi2I1 Mi 1n +Pi2I2 Mi 1nZavedu dvì mno¾iny:I1 := fi : [xi�1; xi℄ neobsahuje ¾ádný z f�jgI2 := fi : [xi�1; xi℄ obsahuje alespoò jeden z f�jg1. i 2 I1 ) Mi � "2. poèet prvkù I2 je men¹í ne¾ 2K:= Mi<"Xi2I1 Mi 1n + Mi�1Xi2I2 Mi 1n 8i� " � nn + 1 � 2kn� "+ 2" = 3"Tvrdím: (N ) R 10 R(x)dx neexistuje.R(x) nemá ZPF) nemá Darbouxovu vlastnost na ¾ádném intervaluÚmluva znaèení 2.1� f(x) 2 R ([a; b℄) znaèí: existuje (R) R ba f(x)dx.� f(x) 2 C (I) znaèí: f(x) je spojitá v I.Vìta 2.4 Ne
h» f(x) 2 R ([a; b℄). Oznaème F (x) := (R) R X
 f(t)dt, kde 
 2 [a; b℄ jepevnì zvolené. Potom1. F (x) 2 C ([a; b℄)2. Je-li f(x) spojitá v bodì x0 2 [a; b℄ (resp. spojitá zleva / zprava), potom F 0(x0) =f(x0) (resp. F 0�(x0) = f(x0) / F+(x0) = f(x0)).Poznámka 2.4 F (x) má v¾dy þo øádÿ lep¹í vlastnosti ne¾ f(x).Dùkaz vìty 2.41. jF (x)� F (y)j = j R x
 � R y
 j = dle Vìty 2.3 = j R xy f j � M � jx� yj : : : jf j �M" > 0 dáno, polo¾me Æ = "M . Potom (x � y) < Æ ) jF (x) � F (y)j < " spojitostdokon
e stejnomìrná.



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 172. pro f(x) spojitost v x0 zprava. Cíl: F 0+(x0) = f(x0).F (x0+h)�F (x0)h = 1h hR x0+h
 � R x0
 i = 1h R x0+hx0 f(x) � f(x0)dx + 1h R x0+hx0 f(x0 + h) =I(h) + f(x0)Ch
i dokázat: I(h)! 0 pro h! 0+." > 0 dáno: 9Æ > 0; x 2 [x0; x0 + Æ℄ ) jf(x)� f(x0)jh 2 �0; Æ2�, potom jf(x)� f(x0)j < " pro x 2 [x0; x0 + h℄jI(h)j < 1h � " � h = " �Vìta H f(x) 2 C ((a; b)) ) 9F (x) primitivní funk
e k f(x) v (a; b).Dùkaz vìty H Zvolme 
 2 (a; b), polo¾me pro x 2 (a; b) F (x) := (R) R x
 f(t)dt.1. de�ni
e: má smysl dle Vìty 2.22. F 0 = f dle Vìty 2.4 + spojitost funk
e f �Poznámka 2.51. R e�x2dx = (R) R x0 e�t2dt : : : nelze napsat jako elementární funk
i2. (R) R x0 t2dt = x33Vìta 2.5 Ne
h» f(x) 2 C ([a; b℄). Potom(N ) Z ba f(x)dx = (R) Z ba f(x)dx:Dùkaz vìty 2.5 Polo¾me F (x) := (R) R xa f(t)dt, 8x 2 [a; b℄.Tvrdím: F (x) 2 ZPF (F 0(x); (a; b)) (nebo» F (x) 2 C ((a; b)) & F 0 = f v (a; b) : : : z Vìty2.4 )(N ) R ba f(x)dx = [F (x)℄ba = F (b)� F (a) = (R) R ba f(x)dx (spojitá F (x) v krají
h) �Pøíklad 2.3 F (x) = R 
x f(x)dt; F 0(x) =???(pøedpoklad: f(x) 2 C (R))Pøíklad 2.4 P : : : plo
ha pod grafem(}) s(D) � P � S(D) 8D(R) R ba f(x)dx existuje ) je jediné èíslo, které splòuje (}).Pøíklad 2.5



KAPITOLA 2. RIEMANNNÙV INTEGRÁL 181. Obsah trojúhelníku: : : : OK.2. Obsah pod Diri
hletovou funk
í D(x) : : : Riemannùv integrál nerozhodne, neumí.Pøíklad 2.6 Objem rotaèního tìlesa.Dáno: f(x), zjistím si mi;Mi. Pro Vi platí Vi � �M2i (xi � xi�1). Má platit:�m2i (xi � xi�1) � Vi � �M2i (xi � xi�1)s �D; �f 2(x)� = nXi=1 �m2i (xi � xi�1) � V � nXi=1 �M2i (xi � xi�1) = S �D; �f 2(x)�V = (R) Z ba �f 2(x)dxPøíklad 2.7 Plo
ha v polární
h souøadni
í
h.Dáno: r = r(x), x 2 [a; b℄. D : : : dìlení [a; b℄. PakMi = sup[xi�1;x℄ r(x)mi = inf[xi�1;x℄ r(x)m2i2 (xi � xi�1) � Pi � M2i2 (xi � xi�1)s�D; 12r2(x)� = nXi=1 m2i2 (xi � xi�1) � P � nXi=1 M2i2 (xi � xi�1) = S �D; 12r2(x)�P = (R) Z ba r2(x)2 dxPøíklad 2.8 Délka køivky.dolní odhad na délku, horní odhad na délku : : : dl = dx
os� =p1 + tg 2�dxMi = supfjf 0(x)j; x 2 [xi�1; x℄gmi = inffjf 0(x)j; x 2 [xi�1; x℄gq1 +m2i (xi � xi�1) � Li �q1 +M2i (xi � xi�1)nXi=1 q1 +m2i (xi � xi�1) � L � nXi=1 q1 +M2i (xi � xi�1)s�D;q1 + [f 0(x)℄2� � L � S �D;q1 + [f 0(x)℄2�L = (R) Z ba q1 + [f 0(x)℄2dx



Kapitola 3Nekoneèné øady
Pojmy v této kapitole: Øada, èásteèný souèet øady, konvergen
e, divergen
e, os-
ila
e, nekonvergen
e øady, velké O, øádová rovnost, konvergen
e v C , konvergen
e kom-plexní øady, absolutní konvergen
e komplexní øady, neabsolutní konvergen
e komplexníøady, pøerovnání øady. Vìta o nutné podmín
e konvergen
e, d'Allembertovo podílovékritérium, Cau
hyho odmo
ninové kritérium, integrální kritérium, Raabeho kritérium,Bolzano-Cau
hyova podmínka konvergen
e øady, Leinbizovo kritérium, Abelovo sumaènílemma, Dire
hletovo kritérium, omezené èásteèné souèty, Abelovo kritérium, Cau
hyùvsouèet øad.Defini
e 3.1 (Øada.) Øadou rozumíme symbol1Xn=1 an; kde an 2 R(2 C )Defini
e 3.2 (Èásteèný souèet øady. Souèet øady.)SN := NXn=1 an:Pokud SN ! S pro N !1 øíkáme, ¾e øada má souèet S, pí¹eme1Xn=1 an = S:Defini
e 3.3 (Konvergen
e, divergen
e, os
ila
e (nekonvergen
e) øady.)Pokud S 2 R (S 2 C ), øada konverguje.Pokud S = �1, øada diverguje.Pokud limN!1 SN neexistuje, øada os
iluje (nekonverguje).Pøíklad 3.1 19



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 201. P1n=1 1n(n+1) = 1 : : : teleskopi
ká øada1n(n+ 1) = 1n � 1n + 1(1� 12) + (12 � 13) + (13 � 14) + : : :+ ( 1N � 1N + 1)SN = 1� 1N + 1 ; limN!1SN = 12. P1n=1 1n = +1 : : : harmoni
ká øada1 + 12 + 13 + 14 + 15 + : : :+ 18 + 19 + : : :+ 116 + 12n�1 + 1 + : : :+ 12n ;13 + 14 � 2 � 14 = 12 ;15 + : : :+ 18 � 4 � 18 = 12 ;19 + : : :+ 116 � 8 � 116 = 12 ;...12n�1 + 1 + : : :+ 12n � 2n2 � 12n = 123. P1n=1(�1)n SN := �1; 0;�1; 0;�1; 0; : : : os
iluje4. !!!P1n=1 qn = S; q � 0a) q � 1: qn � 1 8n: SN � N ) S = +1b) q 2 [0; 1)(1 � q)(1 + q + q2 + : : : + qN) = 1 � qN+1, oznaème SN = 1 + q + q2 + : : : + qN :SN = 1�qN+11�q ! limN!1 SN = 11�qVìta 3.1 Ne
h» 
n = �an + �bn. Potom1Xn=1 
n = � 1Xn=1 an + � 1Xn=1 bn;má-li RHS smysl.Dùkaz vìty 3.1 Ne
h» AN ; BN ; CN josu èásteèné souèty øadP an,P bn,P 
n. PotomCN = � � AN + � �BN . A u¾iju vìtu o aritmeti
e limit. �



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 21Vìta 3.2 (Nutná podmínka konvergen
e.) Ne
h» P1n=1 an konverguje. Potoman ! 0 pro n!1.Dùkaz vìty 3.2 Øada konverguje: SN ! S 2 R. Potom také SN ! S.0 aN = SN � SN�1 = S � S = 0 �Poznámka 3.1 Podmínka an ! 0 není pro konvergen
i postaèují
í. Viz P1n=1 1n .Poznámka 3.2 Ne
h» P an, P ~an se li¹í v koneènì èlene
h. Potom SN = ~SN + C proN � n0.3.1 Øady s nezápornými èlenyLemma 3.1 Ne
h» an � 0. Pak P1n=1 an konverguje , fSNg je omezená.Dùkaz lemmatu 3.1 an � 0 ) SN je neklesají
í ) má limitu S. S < +1 , fSNg jeomezená. �Lemma 3.2 Ne
h» 0 � an � bn. Potom1. P1n=1 bn konverguje ) P1n=1 an konverguje.2. P1n=1 an diverguje ) P1n=1 bn diverguje.Dùkaz lemmatu 3.21. SN ; TN èásteèné souèty P an, P bn: SN � TN . Dle Lemmatu 3.1 : konverguje ,omezenost èásteèný
h souètù. �Poznámka 3.3 Dùle¾itý dodatek: Lemma platí, i kdy¾ 9n0 2 N 0 � an � bn pron � n0.Defini
e 3.4 (O (velké O).)fang, fbng jsou posloupnosti. Øekneme, ¾e an = O(bn) pro n ! 1, pokud 9n0 2 N9
 > 0: 8n > n0 janj � C � jbnj.Defini
e 3.5 (Øádová rovnost.)Øekneme, ¾e fang � fbng (fang je øádovì rovno fbng), pokud 9 limn!1 anbn = A 2R�f0g:



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 22Vìta 3.3 Ne
h» an � 0, bn � 0.1. Je-li an = O(bn) a P bn konverguje, potom té¾ P an konverguje.2. Je-li an � bn, potomP an konverguje , P bn konverguje.Dùkaz vìty 3.31. an = O(bn) : : : 9n0 2 N , 
 > 0: janj � C : : : jbnj 8n � n0an; bn � 0: 0 � an � C � bn BÚNO 8n 2 N! C � bn : : : konverguje ) an : : : konvergujeP an konverguje dle Lemmatu 3.22. an � bn ) (pro n!1) an = O(bn) a bn = O(an)dle 1): P bn konverguje , P an konverguje �Pøíklad 3.2 P1n=0 tg � 12n �tg x � x pro x! 0�12�n ! 0 : : : tg � 12n � � 12n = � 12n �P1n=0 � 12n � konverguje) P1n=0 tg � 12n � konverguje0 � tg � 12n � 8n 2 NPoznámka 3.4 Pøedpoklad an � 0, bn � 0 je podstatný.Vìta 3.4 (d'Allembertovo podílové kritérium.) Ne
h» an � 0, ne
h» an+1an ! q.1. Je-li q < 1, pak øada P an konverguje.2. Je-li q > 1, pak øada P an diverguje.Dùkaz vìty 3.41. an+1an ! q < 1. Zvolme p 2 (q; 1). Potom 9n0 2 N , an+1an < p 8n � n0.BÚNO: Ne
h» an+1n < p 8n � 0a1 < p � a0a2 < p � a1 < p2 � a0obe
nì: 0 � an � a0 � pn, p < 1 ) P an konverguje.2. an+1an ! q > 1 ) 9n0 2 N : an+1an > 1 8n � n0BÚNO platí 8n 2 N . Pak a2 > a1a3 > a2 > a1an > a1 : : : nelze, aby an ! 0.P an nemù¾e konvergovat ) diverguje. �Pøíklad 3.31. P1n=1 n22n : : : konvergujePodílové kritérium:an+1an = (n+ 1)22n+1 � 2nn2 = �n+ 1n �2 � 12 ! 12



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 232. P1n=1 nnn! : : : divergujePodílové kritérium:an+1an = (n+ 1)n+1n+ 1! � n!nn = �n+ 1n �n = (1 + 1n)n ! e > 0Poznámka 3.5 an+1an ) 1 : : : nelze obe
nì ni
 øí
i:Pø.: an = 1n : : : harmoni
ká øada : : : diverguje, resp. 1n(n+1) : : : konvergujeVìta 3.5 (Cau
hyho odmo
ninové kritérium.) Ne
h» an � 0, ne
h» npan ! q.1. Je-li q < 1, pak øada P an konverguje.2. Je-li q > 1, pak øada P an diverguje.Dùkaz vìty 3.51. npan ! q < 1. Zvolme p 2 (q; 1). Potom 9n0 2 N , npan < p 8n � n0.BÚNO: Ne
h» npan < p 8n 2 N0 � an � pn2. npan ! q > 1 ) : : : npan > 1 pro n � n0, an > 1 pro n � n0.an 6! 0 : : : øada diverguje do �1. �Pøíklad 3.41. P1n=1 13n �n+1n �n2 konvergujenpan = 13 �n+1n �n ! e3 < 1 : : : konvergujeVìta 3.6 (Integrální kritérium.) Ne
h» f(x) : [1; +1) je spojitá, nezáporná a ne-rostou
í, ne
h» an = f(n) 8n 2 N . Potom1Xn=1 an konverguje , (N ) Z +11 f(x)dx konvergujePoznámka 3.6 an � 0: øada má souèetf(x) spojitá, nezáporná : : : (N ) R existujeDùkaz vìty 3.6 3Xn=1 an � (N ) Z 41 f(x)dx � (N ) Z 31 f(x)dxNXn=1 an � (N ) Z N1 f(x)dx (|)



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 244Xn=2 an � (N ) Z 41 f(x)dxNXn=2 an � (N ) Z N1 f(x)dx (�)v¹e
hno plyne z (|) a (�)limN!1(N ) Z ba f(x)dx = (N ) Z +11 f(x)dx �Vìta 3.7 (Raabeho kritérium.) Ne
h» an � 0, ne
h» limn!1 n� anan+1 � 1� = p.Potom1. Je-li p > 1, pak øada P an konverguje.2. Je-li p < 1, pak øada P an diverguje.Poznámka 3.7 Raabe je þpøesnìj¹íÿ ne¾ d'Allembert.Dùkaz.: Pokud an+1an ! q < 1 (konvergen
e dle podílového kritéria), pak anan+1 ! 1q > 1) n� anan+1 � 1�! +1;� anan+1 � 1�! 1q � 1 > 0Poznámka 3.8 Raabe je lep¹í.Dùkaz.: an = 1n2 : an+1an = n2(n+1)2 ! 1� anan+1 � 1� = n � � n2(n+1)2 � 1� = n � �� 1n + 1�2 � 1� = n �1 + 2n + 1n2 � 1� = 2 + 1n ! 2Dùkaz vìty 3.71. Zvolme � 2 (1; p), � > 1: n� anan+1 � 1� � � pro n � n0. BÚNO n 2 N . n (an � an+1) ��an+1=� an+1nan � (n+ 1)an+1 � (�� 1)an+1=PnLHS = (1��1�2��2)+(2��2�3��3)+: : :+(n��n�(n+1)��n+1) � (��1)PNn=1 ana1 � (N + 1) � aN+1 � a1; kde (N + 1) � aN+1 � 0a1 � (�� 1)PNn=1 an= � 1��1 , kde (�� 1) � 1, proto¾e � > 1a1��1 �PNn=1 an = SN : : : fSNg je omezená ) Lemma 3.1 : øada konverguje2. n (an � an+1) < � pro n � n0; BÚNO: 8n 2 N . Zvolme � 2 (p; 1).Stejný postup : : : vysèítám to : : :a1 � (N + 1)aN+1 � (�� 1)PNn=1 an � 0 kde (�� 1) < 0aN+1 � a1N+1 � 1N : : : diverguje. �



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 253.2 Øady s komplexními èlenyÚmluva znaèení 3.1 .z 2 C ; z = x + iy; kde x; y 2 R; i2 = �1
Im

Re

1

-1

1-1

x = Re z; y = Im zz = x� iy : : : komplexnì sdru¾enéjzj =px2 + y2 : : : absolutní hodnota1z = zjzj2Platí:1. �� nerovnost: jz + wj � jzj+ jwj 8z; w 2 C2. max f Re z, Im z g � jzj � jRe zj + jIm zj (�)Dùkaz:
1. w

z

w+z 2. |Re |z

|Im z|
| |z

C nelze uspoødat rela
í þ<ÿ.Dùkaz: sporem: i 6= 0i > 0 _ i < 0: i > 0 = � ii2 > 0�1 > 0 : : : sporDefini
e 3.6 (Konvergen
e v C .) Ne
h» zn 2 C , z 2 C .limn!1 zn ! z : 8" > 0 9n0 2 N : n � n0 : jzn � zj < ":Poznámka 3.9 zn ! z , Re zn ! Re z & Im zn ! Im z (z nerovnosti (�).)Poznámka 3.10 Dùsledek: aritmetika limit: zn ! z, wn ! w ) zn +wn ! z +w, dálezn � wn ! z � wLemma 3.3 Ne
h» zn 2 C . Pak fzng je konvergentní, právì kdy¾ je 
au
hyovská (splòujeBolzano-Cau
hyovu podmínku).Dùkaz lemmatu 3.3 fzng splòuje B-C podmínku: 8" > 0 9n0 2 N : 8m;n � n0 )jzn � zmj < ", kde jzn � zmj je komplexní absolutní hodnota, fRe zng, fIm zng splòují B-C podmínku (pomo
í nerovnosti (�).), fRe zng, fIm zng jsou konvergentní , fzng je konvergentní �Defini
e 3.7 (Konvergen
e komplexní øady.) Ne
h» 
n 2 C . Ne
h» øada P1n=1 
nkonverguje, pak SN ) S 2 C (SN =PNn=1 
n).



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 26Lemma 3.4 (Bolzano-Cau
hyova podmínka konvergen
e øady.) ØadaP1n=1 
n,
n 2 C konverguje, právì kdy¾8" > 0 9n0 2 N 8N � n0 8P 2 N : j N+PXn=N+1 
nj < ":Dùkaz lemmatu 3.4 P 
n konvergentní , SN splòuje B-C podmínku:8" > 0 9n0 2 N : 8M;N � n0 ) jSM � SN j < "BÚNO: M � N : P =M �NSM � SN =PMn=N+1 
n �Defini
e 3.8 (Absolutní konvergen
e komplexní øady.) Øekneme, ¾e P1n=1 an(an 2 C ) konverguje absolutnì, pokud konverguje øada P1n=1 janj.Lemma 3.5 Pokud øada konverguje absolutnì, pak konverguje.Dùkaz lemmatu 3.5 Ovìøit B-C podmínku: " > 0 dáno.P1n=1 janj konverguje ) (B-C podmínka:)9n0 2 N 8N � n0 8P 2 N : N+PXn=N+1 janj < "j N+PXn=N+1anj � N+PXn=N+1 janj < " �Defini
e 3.9 (Neabsolutní konvergen
e komplexní øady.) Pokud øada konver-guje, ale ne aboslutnì, konverguje neabsolutnì.Vìta 3.8 (Leibnizovo kritérium.) Ne
h» fbng je monotónní reálná posloupnostkonvergují
í do nuly. Potom P1n=1(�1)nbn konverguje.Dùkaz vìty 3.8 bn 2 R, BÚNO bn nerostou
í (b1 � b2 � : : : � 0).SN+1 = SN + (�1)N+1bN+1SN+2 = SN + (�1)N+1bN+1 + (�1)N+2bN+2 = SN + (�1)N+1 [bN+1 � bN+2℄| {z }�0S2N je nerostou
í, S2N+1 je neklesají
í. Tedy0 � S2N � S2N+1 � S1S2N+1 � S2N = (�1)2N+1b2N+1 � 0fS2Ng, fS2N+1g : : : monotónní, omezené ) mají koneènou limitujS2N � S2N+1j = jbN j ! 0 : : : obì limity jsou stejné ) konverguje �Pøíklad 3.5



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 271. P1n=1 (�1)nn2 konverguje dle Leibnizeabsolutní konvergen
e P 1n2 konverguje2. P1n=1 (�1)nn konverguje neabsolutnì3. !!! P1n=2 (�1)npn+(�1)n :(�1)n 1pn+ (�1)n| {z }!0 není monotónní ) nekonverguje.1Xn=1 (�1)npn+ (�1)n � 1Xn=1 (�1)npn = 1Xn=1 (�1)n � (�1)n+1pn(pn + (�1)n) = � 1Xn=1 (�1)2npn(pn+ (�1)n)| {z }diverguje do �1) diverguje1pn(pn+ (�1)n) � 1n;èleny musí být � 0 (pro vìtu 3.3 )Lemma 3.6 (Abelovo sumaèní lemma.) Ne
h» an 2 C tak, ¾ej NXn=1 anj � K(nezávisí na N):Ne
h» bn 2 R je nerostou
í, nezáporná posloupnost. Potomj NXn=1 an � bnj � K � b1 8n 2 N :Dùkaz lemmatu 3.6 SN = NXn=1 an;SN � K; S0 = 0j NXn=1 an � bnj = j NXn=1 (SM � Sn�1)| {z }an �bnj == j NXn=1 SNbn � N�1Xn=0 SNbn+1j = j N�1Xn=1 SN(bn � bn�1) + S0b1|{z}0 +SNbN j �� N�1Xn=1 jSN j � jbn � nn�1j+ jSN j � jbnj � K � "N�1Xn=1(bn � bn+1) + bn# �� K � b1 �



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 28Vìta 3.9 (Dire
hletovo kritérium.) Ne
h» an 2 C , øada P1n=1 an má omezenéèásteèné souèty, øada bn ! 0 (bn 2 R) a je monotónní. Pak1Xn=1 anbn konverguje.Dùkaz vìty 3.9 ����� NXn=1 an����� �M(nezávislé na N)����� LXn=K an����� = ����� LXn=1 an � K�1Xn=1 ����� �M +M = 2Mbn ! 0 a monotónní:� a) b1 � b2 � : : : � 0� b) b1 � b2 � : : : � 0BÚNO a): 9n0 2 N 8n > n0 : bn "2M ;" libovolné, zvolené pevnì.Ne
h» N � n0, P 2 N����� N+PXn=N+1 anbn����� �|{z}Abelovo lemma bN+1 � 2M � 2M � "2M = "| {z }B-C podmínka ) konvergujepøípad b) P1n=1 ananbn = � 1Xn=1 an(�bn)| {z }konverguje dle a) ) konverguje. �Poznámka 3.11 Dire
hletovo kritérium je zobe
nìné Leibnizovo kritérium.P(�1)nbn, kde bn ! 0 monotónnì.P(�1)n : : : omezené èásteèné souèty.Lemma 3.7 (Omezené èásteèné souèty.)1Xn=1 sin(nx); x 2 R



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 291Xn=1 
os(nx); x 2 R�f2k�; k 2 Zg (�)Dùkaz lemmatu 3.7 e�iy = 
os y + i sin y 8y 2 C
os y = 12 �eiy + e�iy�sin y = 12i �eiy � e�iy��eix�n = einx = 
os(nx) + i sin(nx)(�), eix 6= 1NXn=0 �eix�n = eix(N+1) � 1eix � 1 = 12i(e ix(N+1)2 � e� ix(N+1)2 )2ie ix(N+1)212i(e ix2 � e� ix2 )| {z }sin x2 2ie ix2 =
= sin ��N+12 �x�sin x2 � eiNx = 
os(Nx) + i sin(Nx) = NXn=0 
os(nx) = sin ��N+12 � x�sin x2 � 
os(Nx)platí, i kdy¾ zamìním 
os! sin, ne naopak.���X 
os(nx)��� � 1��sin(x2 )��x = 2k�:sin(nx) = 0 8n > 0 : : : má omezené souèty
os(nx) = 1 8n > 0 : : : nemá omezené souèty �Pøíklad 3.6 P1n=1 sinnn konverguje: P sinn, 1n ! 0 monotónnì lemma 3.7z}|{) konvergujekonverguje neabsolutnì:1Xn=1 j sinnjn = +1 (1); dùkaz následuje:M := [k2Z �k� � 12 ; k� + 12�V := R�Mx 2M ) j sinxj < sin 12 = �x 2 V ) j sinxj � �



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 30Klíèové pozorování: alespoò jedno z èísel 2n; 2n+ 1 bude ve V .2n 2 V : : : OK2n 62 V ) 2n 2M ) 2n+ 1 2 VNXn=1 j sin(2n)j2n + j sin(2n+ 1)j2n+ 1 � NXn=1 �2n+ 1 � � � NXn=1 12n+ 1 : : :: : : neabsolutnì konverguje.(1) viz vý¹e.Vìta 3.10 (Abelovo kritérium.) Ne
h» an 2 C , 
n 2 R.1. Pokud P an konverguje, f
ng je omezená monotónní, potomP an
n konverguje.2. Pokud f
ng je monotónní a 
n ! 
 2 R�f0g, potom P1n=1 an konverguje ,P1n=1 an � 
n konverguje.Dùkaz vìty 3.101. f
ng omezená, monotónní, 9
 2 R 
n ! 
X an � 
n =X an (
n � 
)| {z }!0; monotónní+X an � 
| {z }konvergujeP an má omezené èásteèné souèty (nebo» konverguje dle Dire
hletova kritéria)) konverguje2. þ)ÿ f
ng omezená, ukázáno v bodì 1.þ(ÿ 
n ! 
 2 R�f0g : : : 1
n ! 1
 2 R�f0gf 1
ng je monotónní, omezenáP an � 
n konverguje ) P an
n � 1
n konvergujeP an konverguje. �Pøíklad 3.7 P1n=1 (�1)nn ar
tg n| {z }monotónní, limita �2 konverguje , P (�1)nn konverguje dle Leibniye



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 313.3 Pøerovnávání øadDefini
e 3.10 (Pøerovnání øady.) Øada P1n=1 bn se nazývá pøerovnání øadyP1n=1 an, pokud existuje zobrazení ' : N ! N vzájemnì jednoznaèné. Pak bn = a'(n).Lemma 3.8 Souèet øady s nezápornými èleny se pøerovnáním nemìní.Dùkaz lemmatu 3.8 An � 0, S =P1n=1 an, obe
nì S 2 [0; +1) [ f+1gbn je pøerovnávání an. S = limN!1 sn = supfSN : N 2 Ng, sn : : : neklesají
ízvolme ~S < S: 9N 2 N : SN =PNn=1 an > ~Sbn = a'(n) M := maxf'�1(1); '�1(2); : : : ; '�1(N)gMXn=1 bn � ~S a ~S < NXn=1 an) P1n=1 bn �P1n=1 an, opaèná nerovnost analogi
ky (pøerovnání je symetri
ké) �Defini
e 3.11 Pro a 2 R oznaèíme:a+ := maxf0; ag : : : kladná èásta� := maxf0;�ag : : : záporná èástPøíklad 3.8 (��)+ = 0(��)� = �Vìta 3.11 Ne
h» an 2 C , P1n=1 an konverguje absolutnì. Ne
h» P1n=1 bn je pøerovnánítéto øady. Potom P1n=1 bn konverguje absolutnì a má stejný souèet.Dùkaz vìty 3.11 P1n=1 janj konvergujeP1n=1 janj =|{z}Lemma 3.8 P1n=1 jbnj )P1n=1 bn konverguje absolutnìzbývá: P an =P bn1. krok: an 2 R: 0 � a+n ; a�n � janj (�)an = a+n � a�nP1n=1 an =P1n=1 a+n �P1n=1 a�n vìta 3.1(�) ) P a+n a P a�n konvergujíP1n=1 an =P1n=1 a+n �P1n=1 a�n =|{z}Lemma 3.8 P1n=1 b+n �P1n=1 b�n =P1n=1 bn2. krok: an 2 C , an = Re an + i Im an 0 � jRe anj, jIm anj � janj)P1n=1Re an,P1n=1 Im an konverguje absolutnìP an =PRe an+iP Im an =|{z}1. krokPRe bn+iP Im bn =P bn



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 32�Poznámka 3.12 Neabsolutnì konvergentní øadu lze pøerovnat tak, aby její souèet byllibovolné S 2 R� .Poznámka 3.13 Tvrzení: P an konverguje neabsolutnì1Xn=1 a+n = +11Xn=1 a�n = +1Dùkaz tvrzení: 1Xn=1 an = 1Xn=1 a+n � 1Xn=1 a�n ; má-li RHS smysl.(janj = ja+n j+ ja�n j)P a+n P a�n P an2 R 2 R ) konverguje absolutnì= +1 2 R ) = +12 R = +1 ) = �1= +1 = +1 ( konverguje neabsolutnìPoznámka 3.14 an� kladné; P = +1� záporné; P = �1� samé nuly1. beru kladné, a¾ do doby, ne¾ SN > S2. beru záporné, a¾ do doby, ne¾ SN < S3. opakuji 1) a 2), obèas pøihodím nulu: : :SN > S nastane: (proto¾e P a+n = +1)SN ! S: P an konverguje ) an ! 0" > 0 dáno: nejvý¹e koneènì janj � ". Vypotøebuji po koneènì mnoha kro
í
h algo-ritmu.Vìta 3.12 (Cau
hyùv souèet øad.) Ne
h» P1n=0 an,P1n=0 bn konvergují absolutnì,an; bn 2 C . Oznaème 
n = P1n=0 
n = (P1n=0 an) � (P1n=0 bn) a øada vlevo konvergujeabsolutnì.



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 33Dùkaz vìty 3.12 a0 a1 a2b0 a0b0 a1b0 : : :b1 a0b1 a1b1 : : :b2 ... ... . . .
0 = a0b0
1 = a0b1 + a1b0
1 = a0b2 + a1b1 + a2b0uspoøádám vnitøek tabulky do øady:
1

4

9

16

25

49

36

P1n=1 dn;d1 = a0b0d2 = a1b0d3 = a1b1d4 = a0b1d5 = a2b0...d9 = a0b2 N2Xn=1 dn =  N�1Xn=0 an! � N�1Xn=0 bn!N2Xn=1 jdnj = "N�1Xn=0 janj# � "N�1Xn=0 jbnj# �� " 1Xn=0 janj# � " 1Xn=0 jbnj#= K < +1NXn=1 jdnj � N2Xn=1 jdnj � K < +1N ! +1N2Xn=1 dn =  N�1Xn=0 an! � N�1Xn=0 ab!1Xn=1 dn =  1Xn=0 an! � 1Xn=0 ab!1Xn=1 dn = 1Xn=1 
n; stejná øada seètená v jiném poøadívezmu 
n :
1 = a0b0
2 = a0b1
3 = a1b0
4 = a0b2P1n=1 
n =P1n=1 dn(| ?|) Pn=Nn=0 
n =Pn= (N+1)�(N+2)2n=1 
nN ! +1



KAPITOLA 3. NEKONEÈNÉ ØADY 34(| ?|) :P1n=1 
n =P1n=1 dnPNn=0 j
nj �Pn= 12 (N+1)(N+2)n=1 j
nj � K < +1 (� )j
nj �Pnk=0 jakj � jbn�kj(�) : : : nezávisí na N , P 
n konverguje absolutnì. �Pøíklad 3.9 De�nuji E(x) :=P1n=0 xnn! , x 2 C : : : konverguje absolutnìx = 0 : E(x) = 1 + 0 + 0 + : : : = 1 (x0 := 1 8x 2 C )x 6= 0 : an = xnn! : : : jan+1jjanj = : : : konverguje absolutnì= ��� xn+1(n+1)! ��� � �� n!xn �� = jxjn+1 ! 0 D'AllembertPlatí: E(x) � E(y) = E(x + y) 8x; y 2 CPou¾ijeme Cau
hyho souèin øad: 1Xn=0 xnn!! � 1Xn=0 ynn!! = 1Xn=0 
n; 
n = nXj=0 ajbn�jan = xnn!bn = ynn!
n = nXj=0 xjj! � yn�j(n� j)! = 1n! nXn=0 � nj � xj � yn�j| {z }(x+y)n::: binomi
ká vìta = 1n! (x+ y)n� nj � = n!j!(n� j)!1Xn=0 
n = 1Xn=0 1n! (x + y)n = E(x + y)



Kapitola 4Mo
ninné øady
Pojmy v této kapitole: Mo
ninná øada, kru¾ni
e konvergen
e, polomìr konvergen
e,kruh konvergen
e,kruhové a prsten
ové okolí v C , spojitost v C , deriva
e v C , analyti
káfunk
e. Vìta o podílovém kritériu na urèení polomìru konvergen
e, odmo
ninové krité-rium, derivování èlen po èlenu.Defini
e 4.1 (Mo
ninná øada.) Ne
h» an; z0 2 C . Pak symbol(1) 1Xn=0 an � (z � zn)nnazýváme mo
ninnou øadou o støedu z0.an : : : koe�
ientyz : : : promìnnáz0 : : : støedÚmluva znaèení 4.1 . Terminologie:

R...polomìr

konvergence

kruh konvergence

kru�nice konvergence

Vìta 4.1 K øadì (1) existuje právì jedno èíslo R 2 [0; +1) tak, ¾e1. pro z 2 C ; jz � z0j < R øada (1) konverguje absolutnì.2. pro z 2 C ; jz � z0j > R øada (1) diverguje.Dùkaz vìty 4.1 Dùkaz jednoznaènosti. Existuje nejvý¹e 1 èíslo R splòují
í 1), 2).Sporem: Ne
h» R < R̂, obì splòují 1), 2). Najdu z 2 C tak, ¾e R < jz � z0j < R̂. Potom35



KAPITOLA 4. MOCNINNÉ ØADY 36(1) diverguje dle 2) pro R & (1) konverguje absolutnì dle 1) pro R̂ ) spor.Dùkaz existen
e. Polo¾me R := supM , M := fj� � z0j : (1) konverguje v z = �gR : : : splòuje 2): jz � z0j > R & (1) konverguje ) jz � z0j 2M ) R � jz � z0j. Spor.R : : : splòuje 1): ne
h» z 2 C dáno: jz � z0j < R ) (1) konverguje absolutnì. (ii). vlast-nost suprema: 9x 2 M tak, ¾e jz � z0j < x, ale x je tvaru j� � z0j tak, ¾e P an(� � z0)konverguje ) jan(� � z0)nj ! 0 ) 9
 > 0 : janj � j� � z0jn � C 8n 2 Njan(z � z0)nj = ������an(� � z0)n| {z }C �(z � z0)n(� � z0)n ������ � C � qnq = jz � z0jj� � z0j < 1 �Pøíklad 4.11. P1n=0 znn! : : : konverguje absolutnì 8z 2 C ) R = +1, kruh konvergen
e = C .2. P1n=0 nn � zn :z ! 0: P = 1 + 0 + 0 + : : : konverguje (00 = 1)z ! x > 0: (n � x)n ! +1 : : : diverguje, R = 0 : : : kruh konvergen
e je prázdnámno¾ina.3. P1n=0 znn+1 : : : z = �1 : : :P1n=0 (�1)nn+1 : : : konverguje neabsolutnì ) �1 2 kru¾ni
ekonvergen
e, R = 1.Vìta 4.2 (Podílové kritérium - na urèení R.) Ne
h» øada (1) je dána, ne
h»jan+1jjanj ! �. Potom polomìr konvergen
e øady (1) se vypoète jako R = 1� ; kdy výjimeènìklademe 10 = +1.Dùkaz vìty 4.2 Oznaème bn := jan(z � z0)0j : : : (1) konverguje absolutnì , P bnkonverguje.BÚNO: z 6= z0 (v bodì z = z0 konverguje absolutnì v¾dy):bn+1bn = jan+1j � jz � z0jn+1janj � jz � z0jn = an+1an � jz � z0j ! � � jz � z0jDiskuze:(a) � = 0 : : : : (1) konverguje absolutnì 8z 2 C ) R = +1 = 1�(b) � = +1 : : : : (1) nekonverguje absolutnì z 6= z0 ) R = 0 = 1�(
) � 2 (0; +1) : : : : �jz � z0j < 1 , jz � z0j < 1� ) (1) konverguje absolutnì�jz � z0j > 1 , jz � z0j > 1� ) (1) nekonverguje absolutnì) R = 1� �



KAPITOLA 4. MOCNINNÉ ØADY 37Vìta 4.3 (Odmo
ninové kritérium.) Ne
h» øada (1) je dána, ne
h» npjanj ! �.Potom polomìr konvergen
e øady (1) se vypoète jako R = 1� , kde 10 := +1.Dùkaz vìty 4.3 Polo¾me bn := jan(z � z0)nj, (1) : : : konverguje absolutnì , P bnkonverguje .Odmo
ninové kritérium:npbn = npjanj � jz � z0j ! � � jz � z0jÚplnì stejná diskuse jako u dk. vìty 4.2 . �Pøíklad 4.21. P+1n=1 znn2 : : : jan+1jjanj = 1(n+1)2 � n2 ! 1 ) R = 1??? jzj = 1, pak �� znn2 �� = 1n2 : : : øada konverguje absolutnì na kru¾ni
i konvergen
e.2. P+1n=1 n|{z}an �zn : : : npjanj = npn! 1 : : : R = 1 ??? jzj = 1, pak jn � znj = n! +1: : : øada diverguje na kru¾ni
i konvergen
e.Defini
e 4.2 (Pojmy v C - okolí.)Kruhové okolí: U (z0; ") := fz 2 C : jz � z0j < "gPrsten
ové okolí: P (z0; ") := fU (z0; ")�fz0ggSpe
iálnì:U (z0;+1) = CP (z0;+1) = C�fz0gDefini
e 4.3 (Pojmy v C - spojitost.) Funk
e f(z) : U (z0) ! C se nazve spojitáv z0 dle komplexní promìnné, jestli¾e platí 8" > 0 9Æ > 0 : f (U (z0; Æ)) � U (f(z0); ") ;nebolijz � z0j < Æ ) jf(z)� f(z0)j < ".Defini
e 4.4 (Pojmy v C - deriva
e.) Èíslo A 2 C se nazve deriva
í f(z) v bodìz0 dle komplexní promìnné, pokud limh! 0 f(z0+h)�f(z0)h = A, nebo také 8" > 0 9Æ > 08h 2 C 0 < jhj < Æ ) ���f(z0+h)�f(z0)h � A��� < "



KAPITOLA 4. MOCNINNÉ ØADY 38Vìta 4.4 (Derivování èlen po èlenu.) Ne
h» øada (1) má polomìr R > 0. Potomi øada +1Xn=1 nan(z � z0)n�1 (2)má té¾ polomìr konvergen
e R a oznaèíme-li F (z), resp. f(z) souèty øad (1), resp. (2)platí F 0(z) = f(z) v¹ude na U (z0; R)Dùkaz vìty 4.4 Ne
h» R̂ je polomìr konvergen
e (2), R je polomìr konvergen
e (1).BÚNO z0 = 0. Oznaème 
n := janznj, dn := jnanzn�1jpolomìr konvergen
e ) nejvìt¹í kruh s absolutní konvergen
íz 2 U (z0; R) ) (dk. vìty 4.1 ): j
nj � qn, q 2 (0; 1).dn := ��an � zn � nz �� � C � qn � njzj : : : konvergentní øada ) R � R̂F (z) = a0 + a1z + a2z2 + a3z3 + : : :f(z) = a1 + a2z + a3z2 + : : :+ nanzn�1F (z + h) = a0 + a1(z + h) + a2(z + h)2 + a3(z + h)3 + : : :h) 0: F (h+z)�F (z)h � f(z) =P+1n=2 an h (z+h)n�znh � nzn�1i =(z + h)n =Pnj=0� nj � zjhn�j =Pn�2j=0 � nj � zjhn�j + nzn�1h+ zn=P+1n=2 anPn�2j=0 1h � nj � zjhn�j � 2 v¾dy=P+1n=2 an � hPn�2j=0 � nj � zjhn�2�j� nj � = n!j!(n�j)! � n(n� 1)� n� 2j ����F (z+h)�F (z)h � f(z)��� � jhjP+1n=2 n(n� 1)janj n�2Xj=0 � n� 2j � jzjjjhj(n�2)�j| {z }(jzj+jhj)n�2= jhjP+1n=2 n(n� 1)janj(jzj+ jhj)n�2 (�)



KAPITOLA 4. MOCNINNÉ ØADY 39Æ > 0 zvolené pevnì: jzj+ Æ < RP+1n=2 n(n� 1)janj(jzj+ Æ)n�2 = A < +1(3) deriva
e (2), konverguje absolutnì v bodì jzj+ ÆP+1n=2 n(n� 1)an(z)n�2 (3)(�) � jhj � A ! 0platí, ¾e f je deriva
í F . �Poznámka 4.1 Dùsledky:Oznaème F (z) =P+1n=0 an(z� z0)n v U (z0; R), kde R je polomìr konvergen
e. Potom:1. F (z) je spojitá na U (z0; R) (tj. má vlastní deriva
i!!!)2. F (k)(z) =P+1n=k n(n� 1) : : : (n� k + 1)an(z � z0)n�k na U (z0; R), 8k 2 Z ;první
h k � 1 èlenù deriva
í vypadne3. F (k)(z0) =P+1n=k n(n� 1) : : : 1 � an; an = F (n)(z0)n!4. oznaèím-li '(z) = C +P+1n=0 ann+1(z � z0)n+1, C 2 C : : : (4)'(z) má polomìr konvergen
e R'0(z) = F (z) na U (z0; R)Pøíklad 4.31. E(z) =P+1n=0 znn! : E 0(z) =P+1n=1 nzn�1n!(n�1)! = E(z)De�nujeme: C(z) := +1Xn=0(�1)n z2n(2n)! : : : konverguje absolutnì 8z 2 CS(z) := +1Xn=0(�1)n z2n+1(2n+ 1)! : : : konverguje absolutnì 8z 2 CS 0(z) := +1Xn=0(�1)n (2n+ 1)z2n(2n+ 1)! = C(z)



KAPITOLA 4. MOCNINNÉ ØADY 402. E(ix) =P+1n=0 inxnn! , x 2 R, i2n = (�1)n, i2n+1 = (�1)n � i=P+1n=0(�1)n x2n2n! + iP+1n=0(�1)n x2n+1(2n+1)! = C(x) + iS(x)3. 11+x = 11�(�x) = P+1n=0(�x)n = P+1n=0(�1)nxn, jxj < 1, x 2 C : : : mo
ninná øada,R = 1 '(x) = +1Xn=0(�1)n xn+1n+ 1'0(x) = 11 + x na (�1; 1); polo¾ x = 0ln(1 + x) = +1Xn=0(�1)n xn+1n+ 14. !!! (1 + x)a = +1Xn=0 � na � xn 8jxj < 1Defini
e 4.5 (Analyti
ká funk
e.) Funk
e f(x) se nazve analyti
ká v bodì x0 2C , pokud f(x) = P+1n=0 an(x � x0)n na U (z0; Æ), kde øada vpravo má kladný polomìrkonvergen
e.Pøíklad 4.41. E(x); C(x); S(x); ln(1 + x) jsou analyti
ké v bodì 0.2. E(x) je analyti
ká v C .Dk: zvol z0 2 C : E(z) = E(z � z0 + z0) = E(z0 �P (z�z0)nn! 8z 2 C .f(x) je analyti
ká v x0 ) vìta 4.4 ) f(x) je spojitá na U (x0; Æ)8n � 0 9f (n)(x) na U (x0; Æ)napø. jxj není v bodì 0 analyti
ká (nemá deriva
i)Existují v¹e
hny deriva
e v x0 ) f(x) je analyti
ká v x0� deriva
e podle komplexní promìnné ) ano� deriva
e podle reálné promìnné ) neh(x) := (0; x � 0e� 1x ; x > 0h(n)� (0) = 0



KAPITOLA 4. MOCNINNÉ ØADY 41h0+(0) = limx!0 e� 1xx = 0h00+(0) = limx!0 1x2 e� 1x� h0(0)z}|{0x = 0h(n) = 0 8n � 0spor: h(x) =P+1n=0 anxn = 0 ) vìta 4.4 ) an = h(n)(0)n! = 0h(x) = 0 na U(0) ) spor



Kapitola 5Obyèejné diferen
iální rovni
e
Pojmy v této kapitole: Obyèejná diferen
iální rovni
e øádu (ODR) n,lineární dife-ren
iální rovni
e, øe¹ení rovni
e, prodlou¾ení øe¹ení, vlastní prodlou¾ení, maximální øe¹ení,okolí bodu, Lips
hitzovská funk
e, autonomní DR, DR se separovanými promìnnými, ho-mogenní DR, Bernoulliova DR, fundamentální systém øe¹ení, nehomogenní DR, mno¾inanehomogenní
h øe¹ení NH. Vìta o pøevedení y0 = f(x; y) na integrální tvar, o lokálníexisten
i øe¹ení, o lokální jednoznaènosti, o tvaru mno¾iny NH, o varia
i konstant, opartikulárním øe¹ení ve spe
iálním pøípadì.Co je to diferen
iální rovni
e (DR)? Je to rovni
e, v ní¾ neznámá je funk
e.DR obsahuje:� y : : : neznámá funk
e, její promìnné� deriva
i yØád rovni
e: nejvy¹¹í deriva
e v rovni
i� DR obyèejné: (ODR): y = y(x), deriva
e jen dle x� DR par
iální: (PDR): y = y(x1; x2; : : : ; xn), deriva
e: �y�x1 ; �y�x2 ; : : : ; �2y�x1�x2 ; : : :Defini
e 5.1 (ODR.) Obyèejnou diferen
iální rovni
í øádu n rozumíme(1) : : : F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0:Pøíklad 5.1 (�) [y0℄3 + 
os(x � y) = x1+y3(�) y00 + y = 0(
) y0 = ln y(Æ) y001+x2 + y1�x2 = x+ exDefini
e 5.2 (Lineární diferen
iální rovni
e.) Rovni
e (1) se nazve lineární,pokud F je lineární vùèi výrazùm y; y0; : : : ; y(n).42



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 43Pøíklad 5.2 (�) 3. øádu, nelineární(�) 2. øádu, lineární(
) 1. øádu, lineární(Æ) 2. øádu, lineárnívskip 3mmDefini
e 5.3 (Øe¹ení rovni
e (1).) Ne
h» I � R je otevøený interval. Funk
e y(x) :I ! R se nazve øe¹ení rovni
e (1), pokud jsou splnìny podmínky:a) existují y0(x); y00(x); : : : ; y(n)(x) vlastní v¹ude na I.b) platí: F �x; y(x); y0(x); : : : ; y(n)(x)� = 0 8x 2 I.Øe¹ením je dvoji
e (y(x); I), kde y(x) je funk
e a I je de�nièní obor.Pøíklad 5.3 y(x) = 1, x 2 (0; 1) je øe¹ení (
)~y(x) = 1, x 2 (0; 2) je jiné øe¹ení (
) .Defini
e 5.4 (Prodlou¾ení øe¹ení rovni
e (1).) Øe¹ení �~y(x); ~I� rovni
e (1) senazve prodlou¾ení øe¹ení (y(x); I), pokud platí obì podmínky:a) ~I � Ib) ~y(x) = y(x) 8x 2 IDefini
e 5.5 (Vlastní prodlou¾ení.) Prodlou¾ení se nazve vlastní, pokud ~I�6=I.Defini
e 5.6 (Maximální øe¹ení.) Øe¹ení se nazve maximální, pokud nemá vlastníprodlou¾ení.Poznámka 5.1 Øe¹ení je obvykle hodnì (ví
e).Pøíklad 5.4 (�): maximální øe¹ení : : : 8>>><>>>:y(x) = 0; x 2 Ry(x) = 4 sinx + 6 
osx; x 2 Ry(x) = A � 
os x+B � sinx; x 2 R;A; B : : : konstanty : : : obe
né øe¹eníPoznámka 5.2 Typi
ky: x0 2 R, Y0; Y1; : : : ; Yn�1 2 R dáno:) existuje právì 1 øe¹ení rovni
e (1) splòují
í poèáteèní podmínky:
(2)8>>>>>><>>>>>>:

y(x0) = Y0y0(x0) = Y1y00(x0) = Y2...y(n�1)(x0) = Yn�1) F je rozumná.Dále uva¾ujeme rovni
e tvaru (3)y0 = f(x; y):



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 44ODR : : : 1. øádu, obe
nì nelineární, vyøe¹ená vùèi (nejvy¹¹í) deriva
i.Cíl:� najít v¹e
hna maximální øe¹ení (3)� zdùvodnit, ¾e jsou v¹e
hna� dle mo¾ností nakreslit tato øe¹eníProstøedky:� vìty zaruèují
í existen
i øe¹ení� vìty zaruèují
í jednoznaèná øe¹ení� expli
itní metody øe¹ení pro spe
iální tvar f(x; y)Poznámka 5.3f = f(x; y) : R2 ! RR2 = R � R = f[x; y℄ : x 2 R; y 2 Rgf : G � R2 ! Rspojitost fDefini
e 5.7 (Okolí bodu.) Okolí bodu (x0; y0) 2 R2 : Æ > 0U 0�[x0; y0℄| {z }bod ; Æ1A := (x0 � Æ; x0 + Æ)| {z }interval � (y0 � Æ; y0 + Æ) U
(x ,y )0 0d.

. .dPoznámka 5.4funk
e X 7! f (x; y(x)) je spojitá z I ! R ( (y = y(x) : I ! J spojitáf = f(x; y) : I � J ! R spojitáLemma 5.1 (Pøevedení y0 = f(x; y) na integrální tvar.) Ne
h» f = f(x; y) jespojitá v I � J � R2 . Ne
h» y = y(x) je spojitá z I ! J , ne
h» x0 2 I, y0 2 J . Potom(y(x); I) je øe¹ení rovni
e (3) (tj. y0 = f(x; y)) s poèáteèními podmínkou y(x0) = y0, právìkdy¾ (4) y(x) = y0 + Z xx0 f (s; y(s)) ds 8x 2 I:Dùkaz lemmatu 5.1� ) Ne
h» y(x) øe¹í (3), y(x0) = y0.Máme y0(s) = f (s; y(s)), s 2 I.
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I

J

X

Y2

y1

Lipy

Z pøedpokladù y(s) je spojitá ) f (s; y(s)) spojitá (dle pøed
hozí poznámky): 
h
iintegrovat R xx0Z xx0 y0(s)) y(x)� y(x0)| {z }=y0 = Z xx0 f (s; y(s)) ds = y(x)� y0) platí (4)� ( Ne
h» platí (4); x = x0 ) y(x0) = y0s 7! f (s; y(s)) je spojitá: ddxintxx0f (s; y(s)) ds = vìta 2.4 = f (x; y(x)) = y0(x):

I

J

x0

y0

�Vìta 5.1 (O lokální existen
i øe¹ení.) Ne
h» f = f(x; y) je spojitá na okolí bodu[x0; y0℄ 2 R2 . Potom existuje lespoò jedno øe¹ení rovni
e (3) de�nované na nìjakém U (x0)splòují
í poèáteèní podmínku y(x0) = y0.Dùkaz vìty 5.1 Vyne
háváme. �
I

J

x0

y0

Defini
e 5.8 (Lips
hitzovská funk
e.) Funk
e f = f(x; y) je na mno¾inì G � R2lips
hitzovská vùèi promìnné y, pokud 9L > 0 tak, ¾e 8[x; y1℄ 2 G & 8[x; y2℄ 2 G platíjf(x; y1)� f(x; y2)j � Ljy1 � y2j: (Lipy)Vìta 5.2 (O lokální jednoznaènosti.) Ne
h» f = f(x; y) splòuje (Lipy) na nìjakémokolí bodu [x0; y0℄ 2 R. Pak pro Æ > 0 dost malé existuje nejvý¹e jedno øe¹ení de�novanéna U (x0; Æ) tak, ¾e y(x0) = y0.
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x0

y0

( )Dùkaz vìty 5.2 Ne
h» y; ~y jsou øe¹ení (3) splòují
í y(x0) = ~y(x0) = y0. Zvolme Æ > 0tak, ¾e Æ � L < 12 . Pak y = ~y na U (x0; Æ) \D(y) \D(~y).Lemma 5.1 : y(x) = y0 + R xx0 f (s; y(s)) ds~y(x) = y0 + R xx0 f (s; ~y(s)) ds : : : odeètu od sebey(x)� ~y(x) = Z xx0 [f (s; y(s))� f (s; ~y(s))℄| {z }[Lipy℄�jy(s)�~y(s)j�L dsOznaèím: w(x) := jy(x)� ~y(x)j . Platí w(x) � L � R xx0 w(s)ds.Oznaème A = supx2[x0� Æ2 ;x0+ Æ2 ℄w(x). Ne
h» A > 0. Pak 9x1 2 [x0 � Æ2 ; x0 + Æ2 ℄ tak, ¾eA = w(x1). Potom ale A = w(x1) � L � R xx0 w(s)ds � L � A � jx1 � x0j � L � Æ2 �A � A4Spor s tím, ¾e A > 0. Z toho plyne, ¾e w(x) � 0 na [x0 � Æ2 ; x0 + Æ2 ℄. �Pøíklad 5.5 Co vím, ani¾ by
h øe¹il rovni
i?y0 = f(x; y), x = x0 y0(x0) = f (x0; y(x0))Pokud se v bodì dvì funk
e dotýkají, mají stejnou deriva
i.Pøíklad 5.6 y0 = 1� y2= ddxy00 = (1� y2)0 = �2 � y0 = �2y(1� y2)
Y=-1

Y=1

}
}Konkávní

Konvexní

Klesá

Klesá

Roste

Poznámka 5.5 (Lipy): jf(x; y1)� f(x; y2)j � Ljy1 � y2j- je splnìna, napø. je-li�f�y (x; y) je omezená na U ([x0; y0℄), 
o¾ je napø. tehdy, je-li �f�y spojitá v daném bodì.x : : : pevné: g(y) = f(x; y):
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e par
iální deriva
ePokud jg0(y)j � C : : : omezená g(y1)� g(y2) = g0(�) � (y1 � y2) : : : Lagrangejg(y1)� g(y2)j � C � jy1 � y2j : : : [Lipy℄ s L = C.5.0 Základní typy rovni
 a jak je øe¹it
5.0.0 y0 = f(x)(0) y0 = f(x)y øe¹í (0) v I , y je P.F. k f(x) v I.Podmínka:y(x0) = y0 urèí øe¹ení jednoznaènì.5.0.1 y0 = f(y) - autonomní(1) y0 = f(y) : : : autonomní(y; I) øe¹í (1) ) (~y; ~I) je té¾ øe¹ení, kde ~I := fx � 
 : x 2 Ig & ~y(x) := y(x + 
), 
libovolné.Pøíklad 5.7 y0 = 1� y25.0.2 y0 = g(y) � f(x) - se separovanými promìnnými(2) y0 = g(y) � f(x) : : : rovni
e se separovanými promìnnými, zahrnuje (0) i (1)Postup øe¹ení:1. g(y0) = 0 ) y(x) � y0, x 2 R je øe¹eníPøedpoklady: I;J : : : otevøené intervalyf(x) 2 C(I) : : : spojitá v Ig(y) 2 C(J ), nenulová : : : stále stejné znaménkoNe
h» y(x) : I ! J je øe¹ení (2).y0 = g(y) � f(x) : : : g 6= 
 (y0 = g(y(x)) � f(x))y0g(y) = f(x). Ne
h» F 0(x) = f(x) v I a G0(y) = 1g(y) v J existují!!!Pak [G (y(x))℄0 = [F (x)℄0 v I.G(y(x)) = F (x) + 
 v I pro vhodné 
 2 R.G(y) je prosté.y(x) = G�1 (F (x) + 
) (�)Postup lze obrátit:y(x) dané, (�) je øe¹ení (2)Pozor: y(x) 2 J , F (x) + 
 2 G(J )Pøíklad 5.8 y0 = 2pjyja) y � 0 je øe¹ení



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 48b) J := (�1; 0) y(x) : I ! (�1; 0) : : : y0 = 2p�yJ := (0; +1)y02p�y = 1 y0 = dydxdy2p�y = dx= R�p�y = x + 
, x 2 (�1;�
)p�y = �(x + 
)�y = (x+ 
)2y = �(x + 
)2 y(x) := (�(x + 
)2; x < �
0; x � �
øe¹í rovni
i v R. Rovni
e splnìna v R�f�
g. Rovni
e platí v x = �
; x : : : bod nalepení~y(x) := (�(x + 
)2; x < �
0; x � �
~y(0) = 2pj~y(0)j : : : D.CV.D.CV.: y(x) : I ! (0; +1) ) y(x) = (x + 
)2, x > �

Maximální øešení

��y [2pjyj℄ = 1pjyj � sgn (y) pro y 6= 0 : : : spojité ve v¹e
h bode
h [x0; y0℄, kde y0 6= 0,x0 2 RJakmile se øe¹ení odlepí od osy, je urèeno jednoznaènì.najdu: 
 2 R, aby y0 = (x0 + 
)2 a y = (x + 
)25.0.3 y0 + a(x)y = b(x) - obe
ná lineární 1. øádu(3) y0 + a(x)y = b(x) : : : obe
ná lineární 1. øádu, øe¹ená vùèi deriva
iPostup øe¹ení:1. najdeme A(x) = R a(x)dx2. násob (3) funk
í exp(A(x)) : : : integraèní faktory0 exp(A) + y � a � exp(A) = b � exp(A)(y exp(A))0 = b exp(A)y exp(A) = R b exp(A)dx + 
y = exp(�A) � R b � exp(A)dx + 
Pøíklad 5.9 xy0 � y = 2x3= � 1x2 ((0; +1)(�1; 0)y0x � yx2 = 2x



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 49� yx�0 = 2xyx = x2 + 
y = x3 + 
x; 
 2 R : : : Platí pro x 6= 0v bodì x = 0: y(0) = 0 : : : rovni
e platí.
*

c=1 C=0

C=-1

y

X

Pøeveïme do tvaru (3): y0 = 2x3 + y
není spojitá v ¾ádném bodì [0; y℄ ) proto v¹e
hna øe¹ení pro
hází bodem [0; 0℄ )nejednoznaènost v [0; 0℄Ne
h» (�) (viz obrázek) je jiné øe¹ení. Paktoto øe¹ení existuje i v místì, kde u¾pøedtím bylo jednoznaèné: v bode
h, kde x 6= 0 je ��y � 2x3+yx � spojitá5.0.4 y0 = f(x; y) - homogenní(4) rovni
e homogenní: y0 = f(x; y), kde f(�x; �y) = f(x; y) 8� 2 RNapø.: x4y0 = y(x3 + y3)y0 = y�x3+y4x4Postup øe¹ení: substitu
í:y(x) = x � z(x), kde z(x) je nová neznámá funk
e; pozor na x = 0!!!y0 = z + x � z0 = f(x; xz) = f(1; z)xz0 = f(1; z)� z : : : separovaná rovni
ePøíklad 5.10 y4 � y0 = y(x3 + y3)=y = x � zx4(z + xz0) = xz(x3 + x3z3)z + xz0 = z(1 + z3)xz0 = z4 : : : z � 0 je øe¹ení) y � 0 je øe¹enía) hledáme: z > 0; z(x) : I ! (0; +1), 0 62 Iz0z4 = 1x�13z�3 = ln jxj+ 
 : ln jxj+ 
 < 0 ) ln jxj < �
 ) jxj < exp(�
)z�3 = �3(ln jxj+ 
)z = �13p3(ln jxj+
) , x 2 (�e�
; 0), x 2 (0; e�
)~y(x) := 8>><>>: �x3p3(
1+ln jxj) ; x 2 (�e�
1; 0)0; x = 0�x3p3(
2+ln jxj) ; x 2 (0; e�
2)



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 50: : : v nule mají stejnou deriva
i.5.0.5 y0 + a(x)y = b(x)y� - Bernoulliova(5) Bernoulliova rovni
e: y0 + a(x)y = b(x)y�, � 6= 0; 1 (jinak lineární rovni
e)a) y � 0 je øe¹ení v Rb) z = y1��, z0 = (1� �)y�� � y0; násobíme (1� �) � y��(1� �) � y�� � y0 + (1� �) � y�� � a(x) = (1� �) � b(x)z0 + (1� �)a(x)z = (1� �)b(x)) lineární rovni
e: typ (3) (viz vý¹e)Pøíklad 5.11 y0 � xy = �12e�x2y3, � = 3z = y1�� = 1y2z0 = �2y�3y0z0 � 2xz = e�x2 , R 2xdx = x2, integraèní faktor ex2z0ex2 + 2xex2z = (zex2)0 = 1zex2 = x+ 
, 
 dáno: x 2 (�
; +1)z = e�x2(x+ 
) = 1y2 ) y = �1pe�x2 (x+
) , x > �
y � 0, x 2 R5.0.6 a0(x)y(n) + a1(x)y(n�1) + : : : + an(x)y = b(x) - obe
né lineárníODR øádu n(6) obe
né lineární ODR øádu n: a0(x)y(n)+ a1(x)y(n�1)+ : : :+ an(x)y = b(x) (1)Úmluva znaèení 5.1 . I je otevøený interval:C(I) = ff(x) : I ! R : : : spojitégk 2 N : C(k)(I) = ff(x) : I ! R; f(x) : : : f 0(x); : : : f (k)(x) spojité v IgC1(I) = [k2N
k()IPøedpoklady P rovni
e (1):a0(x); a1(x); : : : ; an(x); b(x) 2 C(I)a0(x) 6= 0 na ILineární operátor (tj. zobrazení)L : Cn(I)! C(I)y(x) 7! a0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n�1)(x) + : : :+ an(x)y(x) =Pnk=0 ak(x)y(n�k)(x) je lineárníza pøedpokladù P.Tj. L[� � y℄ = � � L[y℄L[y + ~y℄ = L[y℄ + L[~y℄y; ~y 2 Cn(I) : L[y+~y℄ =Pnk=0 ak(y+~y)(n�k) =Pnk=0 ak(y(n�k)+~y(n�k)) =Pnk=0 aky(n�k)+Pnk=0 ak~y(n�k)) = L[y℄ + L[~y℄rovni
i (1) lze psát L[y℄ = bVìta 5.3 Ne
h» I � R je otevøený inerval a platí pøedpokladyP. Ne
h» x0 2 I,Y0; : : : ; Yn�1 2 R. Pak existuje právì jedno øe¹ení rovni
e (1) splòují
í poèáteèní pod-mínky y(x0) = Y0, y0(x0) = Y1, : : : , y(n�1)(x0) = Yn�1 s de�nièním oborem I.



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 51Dùkaz vìty 5.3 Pozdìji. �Poznámka 5.6 n-tého øádu , n poèáteèní
h podmínekexistuje globální øe¹ení: typi
ké pro ODRx nelineární rovni
e: y0 = y2, y(0) = 1� y0y2 = �1� 1y�0 = �1 ) y(x) = 11�x1y = 
� x, y(0) = 1 ) 
 = 1øe¹ení nelze protáhnout za x = 1 doprava(L[y℄ = 0 : : : homogenní øe¹eníL[y℄ = b : : : b 6� 0 na IVìta 5.4 Mno¾ina v¹e
h øe¹ení homogenní rovni
e L[y℄ = 0 za pøedpokladù P tvoøín-dimenzionální podprostor v Cn(I).Dùkaz vìty 5.4 H(L) = f v¹e
hna øe¹ení L[y℄ = 0; tj. rovni
e (1)g 1) H(L) � Cn(I)y 2 H(L) je øe¹ení ) 9y0(x); y00(x); : : : ; y(n)(x) vlastní v I.) y(x); y0(x); : : : ; y(n�1)(x) spojité v I ) y 2 Cn�1(I)L[y℄ = 0 ) y(n)(x) = � ha1(x)a0(x)y(n�1)(x) + a2(x)a0(x)y(n�2)(x) + : : :+ an(x)a0(x) y(x)iH(L) = fy 2 Cn(I) : L[y℄ = 0g = KerL, jádro je v¾dy lineární prostor.dimH(L) =?zvol x0 2 I pevnì. Ne
h» funk
e fwk(x)gnk=1 z Cn(I) øe¹í L[y℄ = 0 s poèáteèními podmín-kami w(j�1)k (x0) = Æjk, j; k = 1; : : : ; nw1(x0) = 1 w2(x0) = 0 : : : wn(x0) = 0w01(x0) = 1 w02(x0) = 0 : : : w0n(x0) = 0... ... : : : ...w(n�1)1 = 1 w(n�1)2 (x0) = 0 : : : w(n�1)n (x0) = 0existen
i wk(x) zaji¹»uje Vìta 5.3 . wk tvoøí bazi H(L):fwkg jsou lineárnì nezávislé: nXk=1 
kwk(x)| {z }~y(x) � 0 v I ) 
k = 0~y(x) øe¹í L[~y℄ = 0~y(x0) =Pnk=1 
kwk(x)(l�1)(x0) = 
l, l = 1; : : : ; n~y � 0 v I ) 
k = 0, k = 1; : : : ; nb) fwkg generují H(L): ~y 2 H(L) dánox0 : ~~y =Pnk=1 ~y(k�1)(x0)| {z }konstanta wk(x)| {z }funk
e x; ~~y(x) øe¹í L[y℄ = 0~~y(x0) = ~y(x0)l = 1; : : : ; n ~~y(l�1)(x0) =Pnk=1 ~y(k�1)(x0) � w(l�1)k (x0)| {z }=Ækl = ~y(l�1)(x0)~y a ~~y mají stejné poèáteèní podmínky v x0) ~y � ~~y v I (vìta 5.3 ) jednoznaènost øe¹ení)dimH(L) = n.



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 52�Jiný pohled: ' : H(L)! Rnx0 2 I pevné y 7! 0BBB� y(x0)y0(x0)...y(n�1)(x0)
1CCCA' je izomor�smus prostorù (tj. lineární, vzájemnì jednoznaèné zobrazení). �Úmluva znaèení 5.2 . Libovolná báze prostoru H(L) se nazývá fundamentálnísystém øe¹ení rovni
e L[y℄ = 0.Pøíklad 5.121. y00 + y = 0 F.S. f
os x; sin xg2. y(5) = 0 F.S. f1; x; x2; x3; x4gSpe
iální pøípad: konstantní koe�
ienty a0; : : : ; an 2 R (C ), a0 6= 0(a0y(n)(x) + : : :+ any(x) = 0) - homogenníøe¹ení má tvar y(x) = e�x, � 2 R (C )[e�x℄(n) = �ne(�x) ) L[e�x℄ = Pnk=0 ak�n�ke�x = e�x p(�)|{z}polynom, kde p(�) = Pnk=0 ak�n�k : : :
harakteristi
ký polynomL[e�x℄ = e�xp(�)Je-li �0 2 R koøen p(�) ) e�0x 2 H(L)�1; : : : ; �r 2 C : e�1x; : : : ; e�rx| {z }mo¾nosti pro F.S.Obtí¾e: ví
enásobné koøeny: �j 2 C (komplexní koøeny)�0 2 C je k-násobný koøen p(�):p(�) = (�� �0)kq(�)neboli 0B� p(�0)...p(k�1)(�0) 1CA L[e�x℄ = e�xp(x)= dd� komplexní deriva
edd�L[e�x℄ = xe�xp(�) + e�xp0(�)dd�L[e�x℄ = (�) = L[ dd�e�x℄ = L[xe�x℄L[xe�x℄ = e�x[ xp(�) + p0(�)| {z }je-li alespoò 2-násobný koøen, tak pro � = �0 je to 0 ℄) xe�0x 2 H(L)
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nì: derivuji l-krát podle �, l < k.L[xle�x℄ = e�x[ : : : : : :| {z }lineární kombina
e p(�); p0(�); : : : ; p(l)(�) ℄= 0 pro � = �0Jiný pohled: F.S.: e�xq(x)(�� �0)k = 0 i po l deriva
í
h, l < kZávìr:�0 je k-násobný koøen p(�)) x0e�0x; xe�0x; x2e�0x; : : : ; xk�1e�0x| {z }2H(L)Komplexní �:p(�) má koe�
ienty 2 RJe-li �0 = � + i�, pak �0 = �� i� je také koøen.e�0x = e(�+i�)x = e�x[
os x + i sinx℄e�0x = e(��i�)x = e�x[
os x� i sinx℄ (�)L má reálné koe�
ienty: Re fL[y℄g = L[Re y℄Dùsledek: y 2 H(L) ) Re y; Im y 2 H(L)(�) nahradím e�x 
os �xe�x sin�x , z = Re + i Im� ReIm � = � 12 1212i �12i � � � zz �Vìta 5.5 Ne
h» L[y℄ je homogenní rovni
e s konstantními koe�
ienty. Ne
h» �1; : : : ; �n 2C jsou v¹e
hny koøeny 
harakteristi
kého polynomu p(�) = a0�n + a1�n�1 + : : :+ an�0 snásobnostmi k1; : : : ; kr. Potom F.S. vznikne jako:�i 2 R : e�ix; xe�ix; : : : ; xki�1e�ix�j; �j 2 C ; �j = � + �i :e�x 
os �x; xe�x 
os �x; : : : ; xkj�1e�x 
os �xe�x sin �x; xe�x sin�x; : : : ; xkj�1e�x sin�x:Pøíklad 5.131. y00 + 4y = 0 : : : p(�) = �2 + 4, � = �2iF.S.: fe2ix; e�2ixgF.S.: f
os(2x); sin(2x)g2. y(4) = 0: p(�) = �4, � = 0F.S.: fe0x; xe0x; x2e0x; x3e0xg = f1; x; x2; x3g



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 54Dùkaz vìty 5.5 (�) dd�L[e�x℄ = L[ dd�e�x℄dd�L[e�x℄ = dd� nXk=0 � dd��n�k [e�x℄ =X : : : (linearita deriva
e)e�x =P1j=0 (�x)jj! : : : konvergentní v C , mo
ninná øada vùèi �ix, derivuji èlen po èlenuddx dd�(xm�l) = dd� ddx(xm�l) : : : D.CV.Získané funk
e jsou lineárnì nezávislé:Lemma: �0 6= 0, p(x)polynom stupnì k. Potom [p(x)e�0x℄0 = ~p(x)e�0x : : : deriva
e dle x,kde st p(x) = st ~p(x).Dùkaz lemmatu: [p(x)e�0x℄0 = [ p0(x) + �0p(x)| {z }stupeò p(x), nejvy¹¹í èlen nemù¾e vypadnout℄e�0x �Lemma 5.2 Ne
h» �1; : : : ; �n jsou rùzná èísla v C . Ne
h» p1(x); : : : ; pr(x) jsou polynomy.Potom je-liPrj=1 pj(x)e�jx � 0 v I, (�)pak pj(x) � 0 v I.Dùkaz lemmatu 5.2 (induk
í podle r): r = 1: p1(x)e�1x � 0p1(x) � 0 q.e.d. (quot errat demonstratum � 
o¾ bylo ukázat)indukèní krok: r ) r + 1Prj=1 pj(x)e�jx + pr+1(x)e�x � 0 = � e��xPrj=1 pj(x)e(�j��)x + pr+1(x) � 0derivuji, a¾ pr+1(x) bude 0.dle Lemmatu: Pnj=1 ~pj(x)e(�j��)x � 0, st ~p = st pindukèní pøedpoklad: ~pj � 0 ) pj � 0, j = 1; : : : ; rdle pøípadu r = 1: pr+1 � 0 �Pøíklad 5.14 y(6) + 4y(5) + 8y(4) + 8y(3) + 4y(2) = 0p(�) = �6 + 4�5 + 8�4 + 8�3 + 4�2 = �2[�4 + 4�3 + 8�2 + 8�+ 4℄ = �2[�2 + 2�+ 2℄2� = 0 dvojnásobný: f1; xg�2+2�+2 = 0) � = �1� i dvojnásobné: fe�x 
os x; xe�x 
os xg a fe�x sin x; xe�x sinxgF.S.: f1; x; e�x 
os x; xe�x 
os x; e�x sinx; xe�x sinxgPoznámka 5.7 Dùsledek Lemmatu 5.2 : Funk
e z vìty 5.5 jsou lineárnì nezávislé, jeji
hlibovolná lineární kombina
e je 6= 0. Je-li = 0 ) pj = 0 ) triviální lineární kombina
e.5.0.7 L[y℄ = b, b 6� 0 - nehomogenníDefini
e 5.9 (Mno¾ina nehomogenní
h øe¹ení.)NH(L; b) = fy : L[y℄ = bg:
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h» platí pøedpoklady P a ne
h» b(x) 2 C(I).Potom NH(L; b) = fyp + y : y 2 H(L)g, kde yp (partikulární øe¹ení) je libovolný pevnìzvolený prvek NH(L; b):Dùkaz vìty 5.6 zp 2 NH(L; b) pevné.�: L[yp + y℄ = L[yp℄ + L[y℄|{z}=0 = b�: ne
h» ~yp 2 NH(L; b)L[~yp � yp℄ = L[~yp℄� L[yp℄ = b� b = 0~yp � yp = y 2 H(L)~yp = yp + y �Vìta 5.7 (Varia
e konstant.) Ne
h» platí P a ne
h» b(x) 2 C(I), ne
h» w1;::: ;n(x)je libovolný F.S. rovni
e L[y℄ = 0. Ne
h+t funk
e 
1(x); : : : ; 
n(x) 2 C1(I) øe¹í soustavurovni
: Pnj=1 
0j(x)wj(x) = 0Pnj=1 
0j(x)w0j(x) = 0...Pnj=1 
0j(x)w(n�2)j (x) = 0Mati
ovì:0BBB� w1 w2 : : : wnw01 w02 : : : w0n... ... ... ...w(n�1)1 w(n�1)2 : : : w(n�1)n
1CCCA � 0BBB� 
01
02...
0n

1CCCA| {z }v¹e závisí na x =
0BBB� 00...ba0

1CCCA platí 8x 2 I
Potom funk
e y(x) = nXj=1 
j(x)wj(x)øe¹í rovni
i L[y℄ = b.Dùkaz vìty 5.7 y = nXj=1 
jwj [y = y(x); wj = wj(x); 
j = 
j(x)℄y0 = nXj=1 [
0jwj + 
jw0j℄ = nXj=1 
0jwj| {z }=0 + nXj=1 
jw0jy00 = nXj=1 
0jw0j| {z }=0 + nXj=1 
jw00j
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jw(n�1)jy(n) = nXj=1 
0jw(n�1)j| {z }= ba0 + nXj=1 
jw(n)j
L[y℄ = nXk=0 aky(n�k) = nXk=0 ak �
jw(n�k)j �| {z }S=0:::(�) + a0 ba0|{z}b = b

(�) : : : S = nXk=0 nXj=1 ak
jw(n�k)j = nXj=1 
j nXk=0 akw(n�k)j| {z }L[wj℄ = 0 �Pøíklad 5.151. y00 + y = 11+
osx : : : 
harakteristi
ký polynom: p(�) = �2 + 1 ) � = �iF.S.: f
os x; sin xgyp = 
1(x) 
os x+ 
2(x) 
os xsoustava: 
01(x) 
os x+ 
02(x) sinx = 0 = � 
os x�
01(x) sinx + 
02(x) 
os x = 11+
osx = � � sin x
01 + 0 = sinx1+
osx
1 = � R � sin x1+
osxdx = � ln j1 + 
os xjx 2 Ik = (�� + 2k�; � + 2k�)
02 = � 
osxsinx � 
01(x) = � 
osx1+
os xR 
osx+1�11+
os x dx = R 
osx+11+
os xdx� Z 11 + 
os xdx| {z }t=tg x2 = x� tg x2yp = (� ln j1 + 
os xj) 
os x+ �tg x2 � x� sinxyobe
né = (A� ln j1 + 
os xj) 
os x + �B + tg x2 � x� sin x; x 2 Ik;kde A a B je pøiètené øe¹ení homogenní úlohy.2. y000 + y00 = xe�x : : : p(�) = �3 + �2 = �2(� + 1) ) � = 0 dvojnásobný, � = �1jednodu
hý



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 57F.S.: fe�x; 1; xgyp = 
1(x) � 1 + 
2(x) � x+ 
3(x) � e�x
01(x) � 1 + 
02(x) � x + 
03(x) � e�x = 0
01(x) � 0 + 
02(x) � 1 + 
03(x) � (�e�x) = 0
01(x) � 0 + 
02(x) � 0 + 
03(x) � e�x = x � e�x
03(x) = x
02(x) = x � e�x
01(x) = �x2 � e�x � x � e�x
3(x) = x22
2(x) = �(1 + x) � e�x
1(x) = (x2 + 2x+ 2) � e�x + (1 + x) � e�x = e�x � (x2 + 3x+ 3)yobe
né = e�x(x2 + 3x + 3A) � 1 + [B � (1 + x) � e�x℄ � x+ [C + x22 ℄ � e�xPoznámka 5.8 Mati
e (wjk) je regulární 8x 2 I.2 úkoly metody:1. zinvertovat mati
i = 
0i2. zinvertovat 
0iVìta 5.8 (Partikulární øe¹ení - spe
iální pøípad.) Je-li L[y℄ = b rovni
e s kon-stantními koe�
ienty, potom:� a) pokud b(x) = xse�x, � 2 R, s � 0 
elé, pak existuje partikulární øe¹ení ve tvaruyp = xkP (x)e�x;kde P (x) je polynom stupnì s a k øíká, kolikanásobným koøenem 
harakteristi
kéhopolynomu takové � je. (Kdy¾ � není koøenem 
harakteristi
kého polynomu, k = 0.)� b) pokud b(x) = xse�x 
os �x, nebo xse�x sin�x, kde �; � 2 R a s � 0 
elé, potomexistuje partikulární øe¹ení ve tvaruyp = xkP (x)e�x [P1(x) 
os �x+ P2(x) sin �x℄ ;kde P1(x) a P2(x) jsou polynomy stupnì s a k je násobnost èísla (�+i�) jako koøene
harakteristi
kého polynomu. Není-li (�+i�) koøenem 
harakteristi
kého polynomu,je k = 0.Dùkaz vìty 5.8 Neprovádíme. �Pøíklad 5.16 y00 + 2y0 + 3y = sin x : : : pøípad b): s = 0, � = 0, � = 1, k = 0 ) i neníkoøenem p(�) .p(�) = �2 + 2�+ 3Vìta 5.8 : yp = P1(x) 
os x+ P2(x) sinx



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 58st P1(x); P2(x) = 0 ! konstantadosadit: 8>>><>>>:yp = A 
os x +B sin xy0p = �A sin x+B 
os xy00p = �A 
os x� B sinxA;B 2 R�A 
os x� B sin x� 2A sinx+ 2B 
os x + 3A 
os x+ 3B sinx = sinxPorovnání koe�
ientù (mù¾u to udìlat, sinx a 
os x jsou nezávislé funk
e)(�A + 2B + 3A) 
osx = 0) B = �A(�B � 2A+ 3B) sinx = 1 sinxB = 14 ; A = �14yp = 14(sin x� 
os x)(�+ 1)2 + 2 = 0 ) � = �1� ip2F.S.: fe�x 
osp2x; e�x sinp2xgyobe
né = 14 sin x� 14 
os x + e�x[K1 
osp2x +K2 sinp2x℄ K1; K2 2 R



Kapitola XSpoèetné mno¾iny a mohutnost
Pojmy v této kapitole: Spoèetná mno¾ina, kartézský souèin, vyèíslitelné èíslo, stejnámohutnost, men¹í nebo rovná mohutnost, ostøe men¹í mohutnost, potenèní mno¾ina. VìtaCantorova (2�).Defini
e X.1 (Spoèetná mno¾ina.) Mno¾ina A se nazve spoèetná, pokudexistuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení � mezi mno¾inou N pøirozený
h èísel a A.Pøíklad X.11. mno¾ina N2. mno¾ina S v¹e
h sudý
h èísel je spoèetná:� : n 7! 2nN ! S3. mno¾ina Z 
eLý
h èísel je spoèetná:Z = f 0; 1; �1; 2; �2; : : : g1 2 3 4 5 : : :Pozorování X.1 Je-liA spoèetná a existuje-li vzájemnì jednoznaèné zobrazení 	 : A!B, pak B je také spoèetná.

f

N

A

B

Y

Y f

Pozorování X.2 Je-li A spoèetná, B � A je nekoneèná, potom B je spoèetná.A = fa1; a2; a3; a4; : : :gB = fa2; a10; a22; : : : g = fb1; b2; b3; : : : gDefini
e X.2 (Kartézský souèin mno¾in A a B.)A� B = f (a; b)| {z }dvoji
e prvkù : a 2 A; b 2 Bg59
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Vìta X.1 Jsou-li A, B spoèetné, je A� B spoèetná.Dùkaz vìty X.1 A, B spoèetné: A = fai; i 2 Ng; B = fbj; j 2 NgA � B = f(ai; bj) : i; j 2 Ng(a1; b1)(a1; b2); (b2; a1)(a3; b1); (a2; b2); (a1; b3) J

I

�Pøíklad X.2 Mno¾ina Q v¹e
h ra
ionální
h èísel je spoèetná.M = f(p; q) : p 2 Z; q 2 N ; p; q nesoudìlnágM � Z � N| {z }spoèetná spoèetná dle Vìty X.1 . M je nekoneèná (Pozorování X.2 ) ) M jespoèetná.	 :M$ Q(p; q) 7! pqVìta X.2 (Cantorova vìta.) Interval I = (0; 1) je nespoèetný.Dùkaz vìty X.2 sporem: (Cantorova diagonální metoda).Ne
h» x1; x2; : : : vyèerpá I.X1 = 0:x11x21x31 : : :X2 = 0:x12x22x32 : : :obe
nì xji je j-tá èásti
e v XiDe�nujme x0 2 I takto: X0 = x10x20x30 : : : , kdexi0(1; pokud xii 6= 12; pokud xii = 1Dùsledek: x0 6= xi 8n 2 N (li¹í se na i-té pozi
i) ) Spor



KAPITOLA X. SPOÈETNÉ MNO®INY A MOHUTNOST 61�Poznámka X.1 Dùsledek: R je nespoèetná.	(x) := 12 �1 + x1+(x)� zobrazení R ! (0; 1) d.
v.spor: R spoèetná = (0; 1) spoèetný (Pozorování X.1 ).Poznámka X.2 Dùsledek: Existují imaginární èísla.Lemma X.1 Ne
h» A je koneèná neprázdná mno¾ina. Pak mno¾ina ~L v¹e
h koneèný
hposloupností prvkù z A je spoèetná.Dùkaz lemmatu X.1 A má N prvkù:1. v¹e
hny 1-písmenné : : : N2. v¹e
hny 2-písmenné : : : N2... �Poznámka X.3 Dùsledek: Mno¾ina v¹e
h literární
h dìl je spoèetná.A = abe
eda + interpunk
eDefini
e X.3 (Vyèíslitelné èíslo.) Èíslo x 2 R se nazve vyèíslitelné, pokudexistuje algoritmus, který pro dané n 2 N vypoète x na n platný
h èísli
.Pøíklad X.3 Q jsou vyèíslitelná - dìlení se zbytkeme =P+1k=0 1k!ln 2 = 1� 12 + 13 � 14 : : :Lemma X.2 Mno¾ina v¹e
h vyèíslitelný
h èísel je spoèetná.Defini
e X.4 (Stejná mohutnost.) Øekneme, ¾e A a B mají stejnou mohutnost,pokud existuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení mezi A a B, znaèímeA � B:Defini
e X.5 (Men¹í nebo rovná mohutnost.) Øekneme, ¾e mohutnostA jemen¹ínebo rovná mohutnosti B, pokud existuje prosté zobrazení � : A! B (ne nutnì þnaÿ),znaèíme A � B:



KAPITOLA X. SPOÈETNÉ MNO®INY A MOHUTNOST 62Defini
e X.6 (Ostøe men¹í mohutnost.) Pokud A � B a neplatí A � B, pakøíkáme, ¾e mohutnost A je ostøe men¹í ne¾ mohutnost B, znaèímeA � B:Pøíklad X.41. N � Z � Q , obe
nì spoèetné mno¾iny A � B.2. N � R3. R � (0; 1)4. lze ukázat: ff(x) : R ! Rg � Rff(x) : R ! R spojité g � RPoznámka X.4 Problém: (Cantor 1878: hypotéza kontinua)Je-liM� R nekoneèná, pak buïM� N neboM� R.Jinak: NeexistujeM� R nekoneèná, aby N �M � R1938: nelze þvyvrátitÿ1963: nelze þdokázatÿDefini
e X.7 (Potenèní mno¾ina.)P(A) := fM :M� AgPøíklad X.5 P(fa; bg) = f?; fa; bg; fag; fbggVìta X.3 (Cantorova vìta.) Pro ka¾dou mno¾inu A je A � P(A).Dùkaz vìty X.3 sporem:� : A$ P(A) vzájemnì jednoznaèné.M := fa 2 A; a 62 �(A)gM � A)M 2 P(A) : 9m 2 A : �(m) =M:?(m 2 M) m 62 �(m) =M : : : sporm 62 M ) m 2 �(m) =M : : : spor �



Kapitola 6Funk
e ví
e promìnný
h
Pojmy v této kapitole: Norma, normovaný prostor, okolí bodu, kruhové okolí,prsten
ové okolí, limita posloupnosti, limita funk
e, spojitost, deriva
e ve smìru, deriva
eve smìru pro vektorovou funk
i, par
iální deriva
e, Jakobiho mati
e, gradient, totálnídiferen
iál, okolí a limita v nekoneènu, par
iální deriva
e vy¹¹í
h øádù, diferen
iál 2. øádu,Hessova mati
e. Heineho vìta, vztah limity a spojitosti, vìta o støední hodnotì, vìta ozámìnnosti par
iální
h deriva
í, vìta o vztahu D2F a HF .Defini
e 6.1 (Normovaný prostor.) Ne
h» X je vektorový prostor nad R.Zobrazení jj � jj : X ! R se nazve norma, pokud� (N1) jjxjj � 0 8x 2 X ; jjxjj = 0 , x = 0� (N2) jj�xjj = j�j � jjxjj 8� 2 R, x 2 X� (N3) jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj (�-nerovnost)Dvoji
e (X ; jj � jj) se nazývá normovaný prostor.Pøíklad 6.11. (R; jj � jj)2. (C ; jj � jj), jzj =p(Re z)2 + (Im z)23. Rp = f~x = (x1; : : : ; xp) : xi 2 R; i = 1; : : : ; pgPoznámka 6.1 ~x je vektor, takto ho budu znaèit.Defini
e 6.2 (Normy.)(�) : jj~xjj1 :=Ppi=1 jxij; i = 1; : : : ; p(�) : jj~xjj2 :=pb(~x; ~x) =pPpi=1 x2i ; i = 1; : : : ; p63



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 64(
) : jj~xjj1 := maxfjxij; i = 1; : : : ; pgPøíklad 6.2 Jsou to normy?� (N1) : : : snadné� (N2) : : : pro (�): jj� � ~xjj1 =Ppi=1 j�xij = j�j �Ppi=1 jxij = j�j � jj~xjj1pro (�), (
) : : : D.CV.� (N3) : : : pro (�): ~x = (x1; : : : ; xp), ~y = (y1; : : : ; yp)jj~x+ ~yjj1 =Ppi=1 jxi + yij �Ppi=1 (jxij+ jyij) = jj~xjj1 + jj~yjj1pro (�) pozdìji, pro (
) : : : D.CV.Defini
e 6.3 (Okolí bodu.) Ne
h» (X ; jj � jj) je normovaný prostor. ~x0 2 X , " > 0.Potom de�nujemekruhové okolí: U ( ~x0; ") = UX (x0; ") := f~x 2 X : jj~x� ~x0jj < "gprsten
ové okolí:P ( ~x0; ") := U ( ~x0; ")�f ~x0g = f~x 2 X : 0 < jj~x� ~x0jj < "gPøíklad 6.3 X = R2pro (�): jj~xjj1 = jx1j+ jx2j < 1pro (�): jj~xjj2 =px21 + x22 < 1pro (
): jj~xjj1 = maxfjx1j; jx2jg < 1
X1

X2

1

1

X1

X2

1

1

X1

X2

1

1

(b)(a) (g)

Defini
e 6.4 (Limita posloupnosti.) Ne
h» (X ; jj � jj) je normovaný prostor. ~x0; ~xn 2X . Potom ~xn ! ~x0 nebolilimn!1 ~xn = ~x0 , 8" > 09n0 2 N : n � n0 ) ~xn 2 UX ( ~x0; ")neboli jj ~xn � ~x0jj ! 0:
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Poznámka 6.2 Konvergen
e v Rp nezále¾í na tom, kterou z norem (�), (�), (
) zvolím.Dùkaz: Ne
h» jxjj = maxfjxi : i = 1; : : : ; pjg (~x 2 Rp dán.)Potom jxjj|{z}=jj~xjj1 =qx2i �vuut pXi=1 x2i| {z }�jj~xjj2 �vuut pXj=1 x2j � pP jxjj| {z }�pP �jj~xjj1jj~xjj1 a jj~xjj2 jsou ekvivalentní ohlednì de�ni
e konvergen
e.Obe
nì platí: V Rp jsou v¹e
hny normy ekvivalentní (vedou ke stejné konvergen
i).Defini
e 6.5 (Limita funk
e.) Ne
h» (X ; jj � jj), (Y; jj � jj) jsou normované prostory.Ne
h» F (x) : X ! Y je de�nována na jistém okolí ~x0 2 X . Potomlim~x! ~x0 F (x) = ~y0(2 Y), 8" > 0 9Æ > 0 : F (PX ( ~x0; Æ)) � UY (~y0; ")nebo také 8" > 0 9Æ > 0 : 0 < jj ~x0 � ~xjjX < Æ ) jjF (~x)� ~y0jjY < ":Vìta (Heineho vìta.) Ne
h» F (x), (X ; jj � jj), (Y; jj � jj) jsou jako v de�ni
i. Potomje ekvivalentní1. lim~x! ~x0 F (~x) = ~y02. Pro ka¾dou posloupnost f ~xng splòují
í� (a) ~xn!X ~x0� (b) ~xn 6= ~x0 8nplatí, ¾e F ( ~xn)!Y ~y0.Dùkaz vìty Pozdìji. �Poznámka 6.3 V Rp preferujeme jj � jj2 - tj. normu (�) - Eukleidovskou.Pøíklad 6.41. lim(x;y)!(0;0) ln(1+x2+y2)x2+y2 = lim(x;y)!(0;0) ln(1+jj(~x;~y)jj22)jj(~x;~y)jj22 = 1(x; y)! (0; 0) : : : 0 < jj(~x; ~y)jj2 ! 02. lim(x;y)!(0;0) xyx2+y2Zkusme: (xn; yn) = �0; 1n�



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 66= 0� 1n02+ 1n2 = 0 pro n!1Heine: limita (pokud existuje) je 0nì
o jiného: (xn; yn) = � 1n; 1n�= 1n � 1n1n2+ 1n2 = 12 pro n!1) limita neexistuje (F : R2 ! R)Pou¾ití obe
né posloupnosti:lim(x;y)!(0;0) xyx2 + y2 = r2n 
os'n sin'nr2n = 
os'n sin'n) limita neexistuje3. lim(x;y)!(0;0) jxj�y2px2+y2(xn; yn) = �0; 1n� ) lim! 0(xn; yn) = � 1n ; 1n� ) lim! 0obe
ný smìr: (xn; yn) = � an ; bn�, (a; b) 6= (0; 0);) lim! 0Limita v ka¾dém smìru je 0. To ale neznamená, ¾e limita je 0!!!Protipøíklad: F (x; y) = (1; y = x20; y 6= x2
x

y

1

0

0

1

1

1

1 1

lim(x;y)!(0;0) F (x; y) neexistujelim(x;y)!(0;0) F ( an ; bn) = 0 : : : (a; b) 6= (0; 0) pevný vektorobe
ná posloupnost:(xn; yn)! (0; 0) ) u¾ij polární souøadni
e!!!xn = rn � 
os'nyn = rn � sin'nrn > 0 8n; rn ! 0f'ng libovolnájj(xn; yn)jj2 = rn r3nj 
os'nj�sin2 'nrn ! 0Heine: ) limita je 0.Poznámka 6.4 (Konvergen
e po souøadni
í
h v Rp .)Ne
h» ~x0 = (x1; : : : ; xp) 2 Rp a ~xn = (xn1 ; : : : ; xnp) 2 Rp , kde n je horní index!Platí ~xn ! ~x0 neboli jj ~xn� ~x0jj
okoli ! 0 pro n!1, xni ! xi pro n!1 8i = 1; : : : ; p



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 67Defini
e 6.6 (Spojitost.) Ne
h» ~F (~x) : X ! Y, kde (X ; jj � jj), (Y; jj � jj) jsou normo-vané prostory. Pak ~F (x) je spojitá v ~x0 2 X , právì kdy¾8" > 0 9Æ > 0 : jj~x� ~x0jjX < Æ ) jj~F (~x)� ~F ( ~x0)jjY < "neboli ~F (UX ( ~x0; Æ)) � UY � ~F ( ~x0); "� :Vìta (Vztah limity a spojitosti.) ~F (~x) je spojitá v ~x0 2 X , právì kdy¾ lim~x! ~x0 ~F (~x) =~F ( ~x0)Dùkaz vìty Pozdìji. �Poznámka 6.5 ~F (~x) : Rp ! Rp~F = (F1; : : : ; Fq), ~x = (x1; : : : ; xp)F1 = F1(x1; : : : ; xp)...Fq = Fq(x1; : : : ; xp)snadno vidíme: ~F (~x) je spojitá v ~x0 2 Rp , Fj(~x) je spojitá v ~x0:Defini
e 6.7 (Deriva
e ve smìru.) Ne
h» F (~x) : Rp ! R. Ne
h» ~x0 2 Rp : : : bod,~v 2 Rp : : : vektor. Deriva
í F (~x) v bodì ~x0 ve smìru ~v rozumíme�~vF ( ~x0) = �F�~v ( ~x0) := limt!0 1t [F ( ~x0 + t � ~v)� F ( ~x0)℄:Deriva
e ve smìru pro vektorovou funk
i:~F : Rp ! Rq ; ~v; ~x0 2 RpRp 3 � ~F�~v ( ~x0) := limt!0 1t [~F ( ~x0 + t~v)� ~F ( ~x0℄:Poznámka 6.6 Oznaèíme-li '(t) = F ( ~x0 + t � ~v), potom�F�~v ( ~x0) = '0(0): : : derivuj dle t!!! v x0

Poznámka 6.7 �2XF ( ~x0) = 2�~vF ( ~x0)D.CV.; ~x0 = (x01; : : : ; x0p)



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 68Defini
e 6.8 (Par
iální deriva
e.) Ne
h» F (~x) : Rp ! R. Ne
h» ~x0 2 Rp . Potompar
iální deriva
í F (~x) v bodì ~x0 podle xj, j 2 f1; : : : ; pg rozumíme�F�xj ( ~x0) = �jF ( ~x0) := �F�~ej ( ~x0);kde ~ej = (0; 0; : : : ; 0; 1|{z}"j ; 0; : : : ; 0).Jinak:�F�xj ( ~x0) = limt!0 1t [F (x01; x02; : : : ; x0j�1; x0j + t; x0j+1; : : : ; x0p)� F (x01; : : : ; x0p)℄:Názornì: derivuji dle xj, ostatní xi pova¾uji za konstanty.Defini
e 6.9 (Jakobiho mati
e.) Ne
h» ~F (~x) : Rp ! R. Ne
h» ~x0 2 Rp . Jakobiho mati
í~F (~x) v bodì ~x0 rozumíme J ~F ( ~x0) = ��Fi�xj ( ~x0)� i = 1; : : : ; qj = 1; : : : ; pTyp mati
e q øádkù a p sloup
ù.Spe
iálnì: q = 1: J ~F ( ~x0) nazveme gradient, znaèíme r~F ( ~x0).Pøíklad 6.5� a) F (x; y) = x� yJF = � 1 �1 �� b) F (x; y) = xyJF = � 1y �xy2 �� 
) F (x; y) = (x � 
os x; y � sin y) : : : R2 ! R2JF = � 
os y �x � sin ysin y x � 
os y �1. øádek: F1, 2. øádek: F21. sloupe
: ��x , 2. sloupe
: ��yPøíklad 6.6 F (x; y) = (1; x� y = 00; x� y 6= 0�F�x (0; 0) = �F�y (0; 0) = 0;



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 69ale F (x; y) není v (0; 0) spojitá (ani tam nemá limitu)F ( 1n ; 1n)! 0 6= F (0; 0) = 1Lze sestrojit funk
i nespojitou, kde deriva
e ve v¹e
h smìre
h jsou nula.Poznámka 6.8F (x) : R ! R : F 0(x0) = A, F (x0 + h) = F (x0) + A � h+ o(h)Defini
e 6.10 (Diferen
iál.) Ne
h» ~F (~x) : Rp ! R. Ne
h» ~x0 2 Rp . Lineárnízobrazení L : Rp ! Rq se nazve totální diferen
iál ~F ( ~x0) v bodì ~x0, pokud~F ( ~x0 + ~h) = ~F ( ~x0) + L~h + ~z(~h);kde ~h = (h1; : : : ; hp) je vektor.jj~z(~x)jjjj~hjj ! 0 pro ~h! ~0.Znaèení: L = D~F ( ~x0); L~h = D ~F ( ~x0;~h).Poznámka 6.9 ~F = (F1; : : : ; Fq): ~F má diferen
iál , ka¾dá Fj má diferen
iál.Vìta 6.1 Má-li ~F (~x) : Rp ! Rq v bodì ~x0 2 Rp diferen
iál, je v ~x0 spojitá.Dùkaz vìty 6.1 ~F ( ~x0 + ~h)� ~F ( ~x0) = L~h + ~z(~h):Kdy¾ ~h ! ~0, pak ~z(~h ! ~0 , proto¾e ~z = o(jj ~h0jj). Kdy¾ ~h ! ~0, pak hj ! 0 a i Lhi ! 0) L~h! ~0. (ze spojitosti lineárního zobrazení) �Lemma 6.1 Ne
h» A : Rp ! Rq je lineární zobrazení. Pak existuje K > 0, závislé pouzena A tak, ¾e jjA~xjj(2) � K � jj~xjj2 8~x 2 Rp :Poznámka 6.10 Samozøejmì Eukleidova norma, u jj � jj2 nepí¹u 2.Dùkaz lemmatu 6.1 A = � amn � m = 1; : : : ; qn = 1; : : : ; p mati
ovì.[A~x℄k| {z }k-tá slo¾ka vektoru A~x =Ppj=1 akjxjOznaème: � = max jamnj. Pak j[A~x℄kj � p � � � jj~xjj=2i � pXj=1



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 70jjA~xjj2 � p2�2pjj~xjj2Lze vzít: K = p�pq (toto není nejlep¹í). �Poznámka 6.11 Dùsledek: Ka¾dé lineární zobrazení je spojité. Proto¾e jjA(~x� ~y)jj �Kjj~x� ~yjj.Vìta 6.2 Má-li ~F (~x) : Rp ! Rq v bodì ~x0 2 Rp diferen
iál. Pak existuje � ~F�~v ( ~x0) proka¾dé ~v 2 Rp a platí � ~F�~v ( ~x0) = D~F ( ~x0; ~v):Dùkaz vìty 6.2 Ne
h» ~v 6= ~0. Poèítáme1t [~F ( ~x0 + t~v)� ~F ( ~x0)℄ = 1t [D~F ( ~x0; t~v) + ~z(t~v)℄ = 1t [D~F ( ~x0; ~v)℄ + ~z(t~v)t| {z }!0Ale: ~z(t~v)jjt~vjj| {z }!0 � jtj � jj~vjjt| {z }omezená~z(~h) = o(~h) �Spe
iálnì:Oznaème ~F 0( ~x0) : : : mati
e reprezentují
í D~F ( ~x0), tj. D~F ( ~x0;~h) = ~F 0( ~x0)�~h � ~F�xi|{z}i-tý sloupe
 J ~F ( ~x0)( ~x0) = � ~F�ei ( ~x0) = D~F ( ~x0; ~ei) = ~F 0( ~x0) � ~ei| {z }i-tý sloupe
 ~F 0( ~x0)Tedy: J ~F ( ~x0) = ~F 0( ~x0) pouze tehdy, existuje-li diferen
iál.Tak¾e: existen
e J ~F ( ~x0) neimplikuje ( 6)) existen
i totálního diferen
iálu,ale: J ~F ( ~x0) je jediný kandidát. �Vìta 6.3 Ne
h» ~F (~x) : Rp ! R má v bodì ~x0 2 Rp spojité v¹e
hny par
iální deriva
e.Potom ~F (~x) Má v bodì ~x0 diferen
iál a platí ~F 0( ~x0) = J~F ( ~x0).Dùkaz vìty 6.3 Ne
h» ~x0 = (x1; : : : ; xp) : : : bod, ~h = (h1; : : : ; hp) : : : vektor,~x0 = (x1; x2; : : : ; xp) = ~X0~x1 = (x1 + h1; x2; : : : ; xp)~x2 = (x1 + h1; x2 + h2; x3; : : : ; xp)



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 71... ~xp = ~X0 + ~h~F ( ~x0 + ~h)� ~F ( ~x0) = pXj=1 ~F (~xj)� ~F (~xj�1) = pXj=1 � ~F�xj (~�j) � ~hj = (�)Lagrange: ~xj � ~xj�1 = (0; : : : ; 0; hj|{z}"j ; 0; : : : ; 0)tj. �j = (x1 + h1; : : : ; xj�1 + hj�1; xj +�j; xj+1; xp), kde �j 2 (0; hj).(�) = pXj=1 � ~F�x ( ~x0) � h1| {z }J ~F ( ~x0)�~h +~z(~h)
~z(~h) = pXj=1 j�F�x (~�j) � ��x ( ~x0)j| {z }!0(ze spojitosti) � jj~hjjjj~hjj|{z}=1 ! 0~h! ~0) ~�j ! ~x0 �Pøíklad 6.7 F (x; y) = (0; (x; y) = (0; 0)xy2x2+y2 ; (x; y) 6= (0; 0)DF =?(x; y) 6= (0; 0) : �F�x = y2(x2 + y2)� 2x(xy2)(x2 + y2)2 = y4 � x2y2(x2 + y2)2�F�y = 2x3y(x2 + y2)2Par
iální deriva
e spojité v¹ude mimo (0; 0).(x0; y0) 6= (0; 0) : F 0 ((x0; y0)) = � y40�y20x20(x20+y20)2 2x30y0(x20+y20)2 �v bodì (0; 0): F (x; 0) = 08x 2 R ) �F�x (0; 0)F (0; y) = 08y 2 R ) �F�y (0; 0)DF (0; 0) = 0, pokud existuje.Dle de�ni
e: 1jj~hjj [F 0((0; 0) + ~h)� F ((0; 0))� (0; 0) � ~h℄!? 0 pro ~h! ~0



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 72~h = (h1; h2) h1h22h21 + h22 � 1ph21 + h22 = h1h22(h21 + h22) 32 (�)Polo¾me: na pøím
e h1 nebo h2.(�) = 12 32 6! 0 neblí¾í se do nulyDF ((0; 0)) neexistujeale: F (x; y) je spojitá v (0; 0) = ~0, proto¾ejF (x; y)j = jxyjx2 + y2| {z }� 12 �jyj � 12 jyj ! 0 pro (x; y)! ~0
Poznámka 6.12 Existuje deferen
iál ) funk
e je spojitá. Ne naopak!!!Vìta 6.4 Ne
h» ~F (~x) : Rp ! R má v bodì ~x0 2 Rp diferen
iál. Ne
h» ~G(~x) : Rq ! Rsmá diferen
iál v bodì ~F ( ~x0) = ~y0 2 Rq . Potom ~Go ~F má diferen
iál v bodì ~x0 a platí:D[ ~Go ~F ℄( ~x0) = D~G(~y0)oD~F ( ~x0):Dùkaz vìty 6.4 Nepí¹eme vlnky u vektorù, vyne
háváme:1. F (x0 + h) = F (x0) + Ah + y(h), kde A = DF (x0)2. G(y0 + k) = G(y0) +Bk + w(k), kde B = DG(y0)Platí jjz(h)jjjjhjj ! 0 pro jjhjj ! 0; jjw(k)jjjjkjj ! 0 pro jjkjj ! 0.(GoF )(x0 + h) = G(F (x0 + h)) = (1) == G(F (x0)| {z }y0 +Ah+ z(h)| {z }k ) = (2) == G(F (x0)) +B[Ah + z(h)℄ + w(Ah+ z(h)) == G(F (x0)) +BAh+Bz(h)| {z }'(h) +w(Ah+ z(h))| {z } (h)ad '(h) : jjBz(h)jjjjhjj � Kjjz(h)jjjjhjj ! 0 (Lemma 6.1 ) dle pøedpokladùad  (h) : 8" > 0 9Æ > 0 : jjhjj < Æ ) jj (h)jj < "jjhjj, " dáno.9K > 0: jjAhjj � Kjjhjj (Lemma 6.1 )9� > 0: jjkjj < � ) jjw(k)jj < "K+1 � jjkjj (nebo» jjw(k)jjjjkjj ! 0 )9Æ1 > 0: jjhjj < Æ1 ) jjz(h)jj < jjhjj (nebo» jjz(h)jjjjhjj ! 0 )Æ = min(Æ1; �K+1) : jjw(Ah+ z(h))jj < "K+1 jjAh+ z(h)jj < (�)jjAh+ z(h)jj < Kjjhjj+ jjhjj = (K + 1)jjhjj � (K + 1) �K+1 = �(�) < "K+1(K + 1)jjhjj = "jjhjj �



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 73Poznámka 6.13 Dùsledek:(GoF )( ~x0) = G0(~y0) � F 0( ~x0)~F = (F1; : : : ; Fq), ~G = ~G(y1; : : : ; yq)[(GoF )0( ~x0)℄m=1;::: ;p;n=1;::: ;s = ��xn [Gm(~F )℄(x0) == [G0(~y0) � F 0( ~x0)℄m;n = qXj=1 [G0(~y0)℄m;j � [F 0( ~x0)℄j;n == qXj=1 �Gm�yj (~y0) � �Fj�xn ( ~x0)Vìta 6.5 (Vìta o støední hodnotì.) Ne
h» ~a;~b 2 Rp . Ne
h» ~F (~x) : Rp ! R mádiferen
iál v¹ude v nìjaké konvexní 
 2 Rp obsahují
í body ~a;~b. Pak existuje ~
 na spojni
ibodù ~a;~b tak, ¾e F (~b)� F (~a) = rF (~
) � (~b� ~a):Dùkaz vìty 6.5 '(t) := F (~a+ t(~b� ~a))'(0) = F (~a), '(1) = F (~b) : t 7! ~a+ t(~b� ~a)R ! Rp 0 = ~b� ~a'0(t) = rF (~a+ t(~b� ~a)) � (~b� ~a) =Ppj=1 �F�xj (: : : ) � (bj � aj)Lagrange: '(1)� '(0) = '0(�), kde � 2 (0; 1)) ~
 2 ~a+ �(~b� ~a). �Defini
e 6.11 (Okolí 1.)Kruhové okolí. U (1; ") = f~x 2 Rp : jj~xjj > 1"g [ f1gprsten
ové okolí. P (1; ") = f~x 2 Rp : jj~xjj > 1"gDefini
e 6.12 (Limita.)lim~x!1F (~x) = A, 8" > 0 9Æ > 0 : x 2 P (1; Æ)) F (~x) 2 U (A; ")



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 74(jj~xjj > 1").Poznámka 6.14 Pozor!!! f ~xng � Rp : jj ~xnjj ! 1 neimplikuje jxjj ! 1, takéneimplikuje alespoò jedna slo¾ka !1Pøíklad 6.8 R2 2 ~xn = ((n; 0);n sudé(0; n);n li
héjj ~xnjj = n ! 1 lim~x!1 F (x) = obe
ná posloupnost bodù z R2 do 1: rn ! +1, f'nglibovolnáPoznámka 6.15
spojitost parciální derivace

existuje totální diferenciál

existuje derivace ve všech smìrech

existuje parciální derivace

spojitost

V 6.3

V 6.2

Defini
e 6.13 (Par
iální deriva
e vy¹¹í
h øádù.) F (~x) : Rp ! R�kF�xi1�xi2 : : : �xik ;kde i1; i2; : : : ; ik 2 f1; : : : ; pg.Intuitivnì: k = 1 : : : ji¾ známe: �1F�xi = �F�xk + 1: �k+1F�xi1�xi2 : : : �xik+1 := ��xi1 � �kF�xi2 : : : �xik+1 �Poznámka 6.16 Zkra
ujeme: �2F�x1�x1 = �2F�x21 : : : význam ��x1 � �F�x1�.Vìta 6.6 (Vìta o zámìnnosti par
iální
h deriva
í.) Ne
h» F (~x) : R2 ! R,ne
h» �2F�x1�x2 a �2F�x2�x1 jsou spojité v bodì ~x0 2 R2 . Potom�2F�x1�x2 (x0) = �2F�x2�x1 (x0):Dùkaz vìty 6.6 ~x0 = (x0; y0), zvolme h; k > 0.(�) 1hk [F (x+h; y0 + k)� F (x0 + h; y0)� (F (x0; y0 + k)� F (x0; y0))℄.



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 75De�nuji: '(x) = F (x; y0 + k)� F (x; y0), pak (�) 1hk('(x0 + h)� '(x0)) = 1hk � '0(�) � hLangrangeova vìta: 9� 2 (x0; x0 + h) = 1k'0(�) = (�) = 1k( ��x1F (�; y0 + h) ���x1F (�; y0)) = (��)(�) : '0(x) = ��x1F (x; y0 + k)� ��x1F (x; y0)ne
hám � pevné: oznaè  (y) = �F�x1 (�; y). (��) = 1k ( (y0 + k)�  (y0)) = (| ?�)(|): Lagrangeova vìta: 9� 2 (y0; y0 + k)(| ?�) =  0(0) = �2F�x2�x1 (�;�) = (�).x0 < � < x0 + hy0 < � < y0 + kPo¹lu h; k! 0, napø. h = k = 1n ) (n; 0)! (0; 0)spojitost (�)(�) = 1hk [F (x0 + h; y0 + k)� F (x;y0 + k)� (F (x0 + h; y0)� F (x0; y0))℄ = (�)'(y) = F (x0 + h; y)� F (x0; y) 0(y) = �F�x2 (x0 + h; y)� �F�x2 (x0; y)9� 2 (y0; y0 + h)(�) = 1hk('(y0 + k)� '(y0)) = 1h'0(�) = 1h( �F�x2 (x0 + h;�)� �F�x2 (x0;�)) = (#)9� 2 (x0; x0 + h)(#) = �2F�x1�x2(�;�) ! �2F�x1�x2 ( ~x0).pro (h; k)! (0; 0) �Poznámka 6.17 Vìta 6.6 platí i za slab¹í
h pøedpokladù.Poznámka 6.18 Body, kde �2F�x1�x2 6= �2F�x2�x1 existují, ale jsou vzá
né. Viz Pøíklady 9, 
v.7.Poznámka 6.19 Dùsledek Vìty 6.6F (~x) má v bodì ~x0 2 Rp spojité v¹e
hny par
iální deriva
e do øádu k vèetnì, potom�kF�xi1 : : : �xik ( ~x0) = �kF�xj1 : : : �xjk ( ~x0);je-li (i1; : : : ; ik) je libovolná permuta
e (j1; : : : ; jk).Dùkaz: BÚNO: (i1; i2; : : : ; is; is+1; : : : ; ik)(i1; i2; : : : ; is+1; is; : : : ; ik) = (j1; : : : ; jk)(vìta 6.6 )Ka¾dá permuta
e se dá slo¾it z transpozi
.



KAPITOLA 6. FUNKCE VÍCE PROMÌNNÝCH 76Defini
e 6.14 (Diferen
iál 2. øádu.) Ne
h» ~F (~x) : Rp ! R. Ne
h» ~x0 2 Rp .Ne
h» existuje DF ( ~x0).Diferen
iálem 2. øádu funk
e ~F (~x) v bodì ~x0 nazvu bilineárnízobrazeníM : Rp ! R, splòují
íF ( ~x0 + ~h) = F ( ~x0) + DF ( ~x0;~h) +M(~h;~h) + o(jj~hjj2)pro ~h = (h1; : : : ; hp)! ~0.Úmluva znaèení 6.1 M = D2F ( ~x0)M(~h;~h) = D2F ( ~x0;~h;~h);kde ~x0 je pevný bod a ~h;~h jsou promìnnéDefini
e 6.15 (Hessova mati
e.) Ne
h» F (~x) : Rp ! R.HF (x0) = � �2F�xi�xj ( ~x0) �i=1;::: ;p;j=1;::: ;p :Vìta 6.7 (Vztah D2F a HF .) Ne
h» F (~x) : Rp ! R má v bodì ~x0 2 Rp spojitév¹e
hny par
iální deriva
e a¾ do øádu � 2. Pak existuje D2F ( ~x0) a je reprezentovánpomo
í HF ( ~x0) takto:D2F ( ~x0;~h;~h) = 12[~h � HF ( ~x0) � ~hT ℄ = pXi;j=1 12 �2F�xi�xj ( ~x0)hihj;kde ~h = (h1; : : : ; hp).Dùkaz vìty 6.7 Bez dùkazu!!! :o) �Poznámka 6.20 Vìta 6.6 ) HF je symetri
ká.Poznámka 6.21 Taylor pro 1 promìnnou:F (x0 + h) = F (x0) + F 0(x0) � h+ 12F 00(x0) � h2 + : : :+ o(h2):Taylor pro p promìnný
h:F ( ~x0 + ~h) = F ( ~x0) + JF ( ~x0) � ~hT + ~h � 12HF ( ~x0) � ~hT + : : :+ o(jjhjj2):



Kapitola 7Metri
ké prostory
Pojmy v této kapitole: Metri
ký prostor, metrika, prostor se skalárním souèi-nem, okolí bodu (kruhové a prsten
ové), limita posloupnosti, limita funk
e, spojitost,otevøená mno¾ina, uzavøená mno¾ina, vnitøek, hrani
e, vnìj¹ek a uzávìr mno¾iny, pod-posloupnost, hromadný bod, kompakt, omezenost, izometrie, konvexní mno¾ina, úseèka,Bolzano-Cau
hy podmínka, úplný metri
ký prostor. Heineho vìta, vìta o vztahu limity aspojitosti, Heineho 
harakteriza
e spojitosti, spojitost pomo
í otevøenosti, spojitost slo-¾ené funk
e, uzavøenost pomo
í posloupností, kompakty v Rp , spojitý obraz kompaktu,
harakteriza
e kompaktnosti, Bana
hova vìta o kontrak
i.Defini
e 7.1 (Metri
ký prostor.) Ne
h» X je libivolná mno¾ina. Funk
e � :X ! R se nazve metrika, pokud� (M1) �(x; y) � 0 8x 2 X ; �(x; y) = 0 , x = y� (M2) �(x; y) = �(y; x) 8x; y 2 X� (M3) �(x; y) � �(x; z) + �(z; y) (�-nerovnost)Dvoji
e (X ; �) se nazývá metri
ký prostor.Pøíklad 7.11. X : : :R, �(x; y) := jx� yj2. X : : : mno¾ina v¹e
h stani
 metra�(u; v) = nejmen¹í poèet úsekù dílèí
h u; v:�(Muzeum, Mùstek)| {z }=1 � �(Muzeum, Floren
)| {z }=2 + �(Floren
, Mùstek)| {z }=23. Diskrétní prostor X : : : libovolná�(x; y) := (0; x = y1; x 6= y77



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 784. !!! Ka¾dý normovaný prostor je zároveò metri
ký: (X ; jj � jj).De�nuji �(x; y) := jjx� yjj.(N1) ) (M1)(N2) ) (M2)�(x; y) = jjx� yjj = jjx� z + z � yjj � jjx� zjj+ jjz � yjj := �(x; z) + �(z; y)5. Je-li (X ; �) metri
ký prostor, ~X 2 X ) � ~X ; �� je opìt metri
ký prostortj. (R3 ; �) : : : metri
ký prostor; �e(~x; ~y) :=pPpi=1(xi � yi)2 jeEukleidovská metrika.Obe
nì:M 2 R3 ; (M; �e)6. normovaný prostor: C([0; 1℄) := ff(x) : [0; 1℄! R spojitágjjf jj1 = supx2[0;1℄ jf(x)j : : : D.CV. je to norma�(f; g) = supx2[0;1℄ jf(x)� g(x)j7. Rp : : : skalární souèin: h~x; ~yi| {z }Eukleidovská norma := Ppi=1 xiyi, kde ~x = (x1; : : : ; xp) a ~y =(y1; : : : ; yp)8. C ([0; 1℄) : : : skalární souèin: h~x; ~yi := R) R 10 f(x)g(x)dx, kdeh~x; ~yi : : : jjf jj2 =sR) Z 10 f 2(x)dxDefini
e 7.2 (Prostor se skalárním souèinem.)(X ; h�; �i)je prostor se skalárním souèinem, pokud X je lineární vektorový prostor a h�; �i jebilineární, pozitivnì de�nitní, symetri
ká forma na X .Lze zavést normu: jjxjj :=phx; xi. Pro tuto normu platí:� (1) jhx; yij � jjxjj � jjyjj� (2) jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjjDefini
e 7.3 (Okolí bodu.) Ne
h» (X ; �) jeM: x0 2 X , " > 0. Potom de�nujemekruhové okolí:U ( ~x0; ") = U(X ;�) ( ~x0; ") = U� (x0; ") := fx 2 X : �(x; x0) < "gprsten
ové okolí:P ( ~x0; ") = P(X ;�) ( ~x0; ") = P� (x0; ") := fx 2 X : 0 < �(x; x0) < "gneboli U (x0; ")�fx0g = P (x0; ")
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Poznámka 7.1 Zahrnuje v¹e
hny døívìj¹í pojmy okolí s výjimkou okolí �1 v R� : : :není metri
ký prostor.Poznámka 7.2 V¹e
hny dal¹í pojmy zavedeme pomo
í pojmu okolí.Defini
e 7.4 (Limita posloupnosti.) Ne
h» fxngn2N � X : : : xn 2 X 8n 2 N ; x2X .Potom xn !X(�) x0 pro n!1, pokud8" > 0 9n0 2 N : n � n0 ) xn 2 U (x0; ")nebo také 8" > 0 9n0 2 N : n � n0 ) �(x;xn) < "Defini
e 7.5 (Limita funk
e.) Ne
h» (X ; �) je metri
ký prostora (Y; �) je metri
kýprostor. Ne
h» F : X ! Y, x0 2 X , y0 2 Y. Potom F (x)!Y y0 pro x!X x0, pokud8" > 0 9Æ > 0 : F (PX (x0; Æ)) � UY (y0; ") :Vìta 7.1 (Heineho vìta.) Ne
h» (X ; �) a (Y; �) jsou metri
ké prostory, F (x) : X ! Y,x0 2 X , y0 2 Y. Potom je ekvivalentní1. limx!x0 F (x) = y02. Pro ka¾dou posloupnost fxng � X splòují
í� (a) xn !X x0� (b) xn 6= x0 8n 2 Nplatí, ¾e F (xn)! y0.Dùkaz vìty 7.1� (1)) (2): " > 0 dáno: podle (1) 9Æ > 0 : F (PX (x0; Æ)) � UY (y0; ").Ne
h» fxng splòuje (2a) a (2b):xn !X x0 8n0 2 N : n > n0 : xn 2 UX (x0; Æ)x0 6= x0 : : : xn 2 PX (x0; Æ) ) F (xn) 2 UY (y0; ")F (xn)!Y y0.� (2)) (1) doká¾u ve tvaru :(1)) :(2)::(1): 9" > 0 8Æ > 0 : F (PX (x0; Æ)) 6� UY (y0; ")�xuji " > 0: polo¾ Æ = 1n : : : 9xn : : : xn 2 PX �x0; 1n� & F (xn) 62 UY (y0; ")) xn 6= x0�(x0; xn) < 1n , tj. xn !X x0 platí (2ab), ale F (xn) 6! y0, tj. :(2).



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 80�Pøíklad 7.2 ffng � C ([0; 1℄) fn = 8><>:0; x 2 [ 1n ; 1℄1; x = 0x; x 2 [0; 1n ℄jjfnjj1 = 1; tj. fn 6!jj�jj1 0jjfnjj2 = Z 10 f 2(x)dx � Z 1n0 1 � dx = 1n ! 0f(n) 6!jjfnjj2 0 : : : funk
e, která � 0.Defini
e 7.6 (Spojitost.) Ne
h» (X ; �) a (Y; �) jsou metri
ké prostory. Ne
h» F :X ! Y, x0 2 X . Funk
e F se nazve spojitá v x0, pokud8" > 0 9Æ > 0 : F (UX (x0; Æ)) � UY (F (x0); ") :Vìta 7.2 (Vztah limity a spojitosti.) Ne
h» (X ; �) a (Y; �) jsou metri
ké prostory,F (x) : X ! Y, x0 2 X , y0 2 Y. Potom je ekvivalentní1. F je spojitá v x0 2 X2. limx!x0 F (x) = F (x0).Poznámka 7.3 limx!x0 x = x0. Vìta 7.2 øíká:F ( limx!x0 x| {z }x0 ) = limx!x0 F (x)spojitost ,F lze zamìnit s opera
í limDùkaz vìty 7.2� (1)) (2) " > 0 dáno: 9Æ > 0 : F (U (x0; Æ)) � U (F (x0); ")tím spí¹e F (P (x0; Æ)) � U (F (x0); ")tj. dokázáno (2)� (2)) (1) " > 0 dáno: 9Æ > 0 : F (P (x0; Æ)) � U (F (x0); ")F (x0) 2 U (F (x0); ")) F (U (x0; Æ)) � U (F (x0); ") ;tj. (1). �Vìta 7.1 ' (Heineho 
harakteriza
e spojitosti.) Následují
í je ekvivalentní1. F je spojitá v x0 2 X2. 8fxng � X splòují
í xn !X x0 platí F (xn)!Y F (x0).



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 81Dùkaz vìty 7.1 Bez dùkazu. �Pøíklad 7.3 Je zobrazení F : C ([0; 1℄)! R spojité? : : : závisí na metri
e!!!f(x) 7! f(0), kde f(x) 2 C ([0; 1℄)jj � jj1 : : : anojj � jj2 : : : neÚmluva znaèení 7.1 (X ; �), (Y; �), (Z; �) jsou metri
ké prostory.Defini
e 7.7 (Otevøená mno¾ina.) G � X se nazve otevøená, pokud8x0 2 G 9" > 0 : UX (x0; ") � GNázornì: ka¾dý bod je v G s nìjakým okolím.Pøíklad 7.41. I = (a; b) � R je otevøeným: x0 2 I :a < x0 < b : : : 9" > 0a < x0 � " < x0 + " < bU (x0; ") � I2. obe
nì: UX (x0; ") je otevøená mno¾ina.~x 2 UX (x0; ") : : : �(x; ~x) = d < ", zvol ~" > 0 tak, ¾e d+ ~" < ", napø. ~" = 12("� d):tvrdíme: UX ( ~x0; ~") � UX (x0; "). Proto¾e: vezmu y 2 UX (~x; ~"):�(y; x0) � �(y; ~x)| {z }<~" + �(~x; x)| {z }=d < ~"+ d < ") y 2 UX (x0; ")3. triviálnì: ?;X jsou otevøenéPoznámka 7.4 Pojem otevøenosti závisí na X , jeho¾ je G èástí (G � X ). Napø.M =[0; 1) : : : M� R : : : není otevøená:UR (0; ") = (�"; ") 6� [0; 1)ale:M� Y = [0;+1) s metrikou jako v R .UY (0; ") = fx 2 Y : jx� 0j < "g = [0; ") �M pro " � 1.Vìta 7.31. Ne
h» fGigi2I je libovolný systém otevøený
h mno¾in. Potom té¾ [i2IGi je otevøenámno¾ina.Pozor: I je mno¾ina, nikoli interval!!!2. Ne
h» fGigni2I jsou otevøené mno¾iny. Potom té¾ \i2IGi je otevøená mno¾ina.Dùkaz vìty 7.3



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 821. x0 2 [i2IGi , x0 2 Gi0 : : :) staèí: Gi0 otevøená: U (x0; ") � Gi0 pro jisté " > 0ale Gi0 � [i2IGi.2. xn 2 \ni2IGi , x0 2 Gi 8i =; : : : ; n.ale: Gi : : : otevøená mno¾ina ) 8i 9"i > 0: U (x0; "i) � Gipolo¾ " = minf"i : i = 1; : : : ; ng. Zøejmì " > 0 : U (x0; ") � U (x0; "i) 8i ) � Gi 8i)� \ni2IGi �Poznámka 7.5 Polo¾me Gi = (�1i ; 1i ) � R otevøená.\i2NGi = f0g není otevøená, tj. èást (2) neplatí pro nekoneèné prùniky.Vìta 7.4 (Spojitost pomo
í otevøenosti.) Ne
h» F (x) : X ! Y je funk
e. Pak jeekvivalentní:1. F (x) je spojitá v ka¾dém x0 2 X .2. Je-liM� Y otevøená, je F�1(M) � otevøená.Dùkaz vìty 7.4� (1)) (2):M� Y je otevøená: ? je mno¾ina F�1(M) = fx 2 X : F (x) 2 Mg � Xje otevøenáx0 2 F�1(M) : : : F (x0) 2 M : : : otevøená ) 9" > 0: UY (F (x0); ") �MUX (x0; Æ) � F�1(M)� (2)) (1): zvol x0 2 X libovolné, " > 0: ? (9Æ > 0)[F (UX (x0; Æ)) � UY (F (x0); ")℄UY (F (x0); ") je otevøená : : : F�1 (UY (F (x0); ")) � X je otevøená a obsahuje x0.Tedy: 9Æ > 0: UX (x0; Æ) � F�1 (UY (F (x0); "))) F (UX (x0; Æ)) � UY (F (x0); "). �Vìta 7.5 (Spojitost slo¾ené funk
e.) Ne
h» F (x) : X ! Y a G(x) : Y ! Z jsouspojité funk
e. Pak GoF : X ! Z je spojité.Dùkaz vìty 7.5 Dle Vìty 7.4 staèí:M� Z otevøená) [GoF ℄�1(M) � X je otevøená.[GoF ℄�1(M) = F�1f G�1(M)| {z }otevøená ze spojitosti Gg| {z }otevøená ze spojitosti F �Poznámka 7.6 fx2 + y2 + z2 < 1g = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 < 1gPøíklad 7.5



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 831. M = fx2 + y2 + z2 < 1g\ fx+ y+ z > 0g � R3 je otevøená.M = F�1 ((�1; 1))\G�1 ((0;+1))F : (x; y; z) 7! x2 + y2 + z2G : (x; y; z) 7! x + y + z g R3 ! R spojité2. X : : : diskrétní metri
ký prostor: �(x; y) = (0; x = y1; x 6= yokolí: x0 2 X UX (x0; ") = (X ; " > 1fx0g; " � 1ka¾dá G 2 X je otevøená dle Vìty 7.4 : : : ka¾dá F : X ! Y je spojitá (nezávislena Y; F ).D.CV.: doka¾te pøímo z de�ni
e (pomo
í okolí)Defini
e 7.8 (Uzavøená mno¾ina.) F � X se nazve uzavøená, právì kdy¾ dopnìkX�F je otevøená.Pøíklad 7.61. I = [a; b℄ � R je uzavøená mno¾ina:R�[a; b℄ = (�1; a)| {z }otevøená mno¾ina[ (b;+1)| {z }otevøená mno¾ina2. ?;X jsou uzavøené3. opìt závisí na þreferenèním prostoruÿPoznámka 7.7 Zpøesníme terminologii na otevøená (uzavøená) v X .4. M = [0; 1): : : není uzavøená v R : : : R�M = (�1; 0) [ [1;+1) 6� U (1; ") pro ¾ádné " > 0je uzavøená v Y = [0; 1).Vìta 7.3 '1. fFigi2I uzavøená ) \i2IFi je uzavøená.2. fFigni2I uzavøená ) [ni2IFi je uzavøená.Dùkaz vìty 7.31. X� \i2I Fi = [i2I(X�Fi) : : : de Morganùv vzore
Fi : : : uzavøená ) X�Fi : : : otevøená ) RHS je otevøená (Vìta 7.3 (1))) \Fi : : : uzavøená



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 842. podobnì: X� [ni2I Fi = \ni2I (X�Fi) �Vìta 7.6 (Uzavøenost pomo
í posloupností.) Ne
h» A � X . Potom je ekviva-lentní:1. A � X je uzavøená2. pokud xn 2 ~A, xn !X x0, tak x0 2 ~A.Dùkaz vìty 7.6� (1) ) (2) : xn 2 ~A; xn ! x0 2 ~A : x0 2 (X�A) : : : otevøená : : : 9" > 0 :U (x0; ") � (X�A).tj. U (x0; ") \ A = ?. Zároveò ale xn|{z}2~A ! x0 ) xn 2 U (x0; ") pro n dost velké )spor.� :(1) ) :(2): ~A není uzavøená : : : X�~A není otevøená : : : 9x0X�~A : : : 8" > 0 :U (x0; ") 6� X�~A.tj. U (x0; ")\A 6= ?. Za�xuji x0, poèítám s " = 1n : : : vezmu xn 2 ~A, xn 2 U �x0; 1n�.Tedy xn nesplòují (2) (xn ! x0; xn 2 ~A; ale x6 2 ~A). �Defini
e 7.9 (Vnitøek.) Pro A � X de�nujeme vnitøek:int A = fx 2 X : 9" > 0 : UX (x; ") � AgDefini
e 7.10 (Hrani
e.) Pro A � X de�nujeme hrani
i:�A = fx 2 X : 9" > 0 : (UX (x; ") \ A)& (UX (x; ") \ (X�A))gDefini
e 7.11 (Vnìj¹ek.) Pro A � X de�nujeme vnìj¹ek:ext A = fx 2 X : 9" > 0 : (UX (x; ") � (X�A))gDefini
e 7.12 (Uzávìr.) Pro A � X de�nujeme uzávìr:A = fx 2 X : 9" > 0 : (UX (x; ") \ A 6= ?)g
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dA

int A

ext A

Pøíklad 7.71. X = R, A : : : interval s krajními body a < b.int A = (a; b)�A = fa; bgext A = (�1; a) [ (b;+1)A = [a; b℄Poznámka 7.8 Z de�ni
e platí:� int A � A � A� A = int A [ �A� ext A\ A = ?2. X � R : : : x 2 R : : : U (x0; ") = (x� "; x+ ") protíná Q i R�Qint Q = ?�Q = RQ = Rext Q = ?3. X e diskrétní: ~A � X je libovolná: x 2 X : U �x0; 12� = fxgint A = A�A = ?A = Aext A = X�ADefini
e 7.13 (Podposloupnost.) Ne
h» fxng � X je posloupnost. Posloupnost fx0ngse nazve podposloupnost (nebo posloupnost vybraná z) fxng, pokud existuje rostou
íposloupnost fkng � N tak, ¾e x0n = xkn. Znaèíme: fx0ng � fxng.Poznámka 7.9 xn ! x0, fx0ng � fxng ) x0n ! x0Dk.: " > 0 : 9n0 : n � n0 xn 2 U (x0; ").Klíèové pozorování: fkng � N rostou
í: kn � nn � n0 : kn � n0 : x0n � xkn 2 U (x0; ").Defini
e 7.14 (Hromadný bod.) Bod x0 2 X se nazve hromadný bod fxng, pokudpro ka¾dé " > 0 jeM = fn 2 N : xn 2 U (x0; ")g nekoneèná.
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e 7.15 (Hromadný bod.) Bod x0 2 X se nazve hromadný bod fxng, pokudexistuje fx0ng � fxng tak, ¾e x0n ! x0.Poznámka 7.10 Tvrzení: Obì de�ni
e jsou ekvivalentní.Dk.:� (1) ) (2)Mn = fk 2 N : xk 2 U �x0; 1n�g je nekoneèná. 8n 2 N ) shora neome-zená.x0 je hromadný bod dle první z de�ni
:zvol k1 2 M1 - libovolnìk2 2 M2 - aby k2 > k1: : :kn 2 Mn - aby kn > kn�1fkng � N je rostou
íx0n := xkn 2 U �x0; 1n�, tj. x0n ! x0.� (2)) (1) : x0 je hromadným bodem dle druhé z de�ni
:" > 0 díno: x0n = xkn 2 U (x0; ") pro n � n0.PotomM = fn 2 N : xn 2 U (x0; ")g � fkn : n � n0g:::nekoneèná iM je nekoneèná.Poznámka 7.11 Omezená fxng � R má hromadný bod (v R).Defini
e 7.16 (Kompakt.) Mno¾ina A � X se nazve kompaktní nebo kompakt,pokud ka¾dá fxng � A má hromadný bod x0 2 A.Pøíklad 7.81. K.M. je v¾dy kompaktní2. I = [a; b℄ � R je kompaktní. fxng � [a; b℄, 9fx0ng � fxng : x0n ! x0; a � x0 � b.3. I = (0; 2℄ � R není kompaktní: xn = 1n ! 0ka¾dá vybraná x0n ! 0 62 (0; 2℄Poznámka 7.12 Kompaktnost je vnitøní vlastnost.(0; 2℄ � R není otevøená, ale (0; 2℄ � (0; 2℄ je otevøená(0; 2℄ není kompaktní � R, ani � (0; 2℄.Poznámka 7.13 Kompaktnost je zobe
nìní koneènosti.Lemma 7.1 Je-li A � X kompaktní, je A vùèi X uzavøená.Dùkaz lemmatu 7.1 A není uzavøená ) A není kompaktní.A není uzavøená: Vìta 7.6 : : : 9fxng � A; xn ! x0 62 A.ka¾dá vybraná fx0ng � fxng : x0n ! x0 62 A.) není kompaktní �
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e 7.17 (Omezenost.) Ne
h» X je normovaný prostor. Mno¾ina A � X senazve omezená , (9
 > 0) (8x 2 A) [jjxjj � 
℄.Lemma 7.2 Ne
h» X je normovaný prostor. Je-li A � X kompakt, je omezená.Dùkaz lemmatu 7.2 A není omezená ) A není kompaktní.A není omezená: (9
 > 0) (9x 2 A) [jjxjj > 
℄.uzavøená 
 = n 2 N : : : 9xn : : : jjxnjj > n. Ne
h» x0 je hromadný bod.jjxnjj = jjx0 + (xn � x0)jj � jjxjj+ jjxn � x0jjjjxn � x0jj � jjxnjj � jjx0jj > n� jjx0jj> 1 pro n > jjx0jj+ 1 �Poznámka 7.14 V normovaném prostoru X kompaktní ) omezená, uzavøená.Vìta 7.7 (Kompakty v Rp .) Ne
h» A � Rp . Potom je ekvivalentní:1. A � X je Kompaktní2. A je omezená a uzavøená.Dùkaz vìty 7.7� (1)) (2) : : : Lemmata 7.1 a 7.2 .� (2)) (1) f ~xng � A : : : 
íl: má hromadný bod. A je omezená: jj ~xnjj � 
:~xn = (xn1 ; xn2 ; : : : ; xnp).jxnj j � jj ~xnjj2 � 
vyberu f ~x0ng � f ~xng tak, ¾e xn1 ! x01 2 Rvyberu f ~x00ng � f ~x0ng tak, ¾e xn2 ! x02 2 R...p - krokù: f ~̂xng : xnp ! x0p 2 R.f ~̂xng ! ~x0 = (x01; x02; : : : ; x0p)konvergen
e po slo¾ká
hA je uzavøená ) ~x0 2 A. �Vìta 7.8 (Spojitý obraz kompaktu.) Ne
h» K � X je kompaktní, F : X ! Yspojité. Potom F (K) je kompaktní.Dùkaz vìty 7.8 fyng � F (K), tj. 9fxng � K : : : F (xn) = yn.K je kompakt ) 9fx0ng 2 fxng; x0n ! x0 2 K:Potom y0n = F (x0n) je vybraná z fyng.Spojitost F : x0n ! x0 ) F (x0n) = y0n ! F (x0) 2 F (K):(jestli¾e fxnkg je vybraná : : : ynk ; ynk = F (xnk))
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h» A � R kompakt. Potom A obsahuje nejvìt¹í a nejmen¹í prvek.Dùkaz lemmatu 7.3 A má nejmen¹í prvek: � := infA; A je kompakt ) je omezená:� 2 R. Cíl: � 2 A.n 2 N dáno: 9xn 2 A � � xn < � + 1n : : : 2. vlastnost in�maPak xn ! �, A je uzavøená: � 2 A. �Lemma 7.0 Tvrzení:F : X ! R spojitá funk
e, K � X je kompaktní. Pak F nabývá K maxima a minima.tj. (9a 2 K) (8x 2 K) [F (x) � F (a)℄,(9b 2 K) (8x 2 K) [F (x) � F (b)℄.Dùkaz lemmatu 7.0 Vìta 7.8 : F (K) � R je kompaktní.Vìta 7.3 : 9� 2 F (K) nejvìt¹ístaèí volit a 2 F�1 (f�g) libovolnì. �Poznámka 7.15 Vìta: I = [a; b℄ � R, f : I ! R spojitá, pak f nabývá v I maxima aminima. Je spe
iálním pøípadem pøed
hozí
h vìt.Vìta I (Charakteriza
e kompaktnosti.) Ne
h»M� X . Pak je ekvivalentní:1. M je kompaktní2. Je-li fG�g�2A systém otevøený
h podmno¾in,M � [�2AG�, pak existuje koneènýpodsystém fG�igni=1 � fG�g�2A tak, ¾eM� [ni=1G�i .Dùkaz vìty I Bez dùkazu. �Vìta 7.9 Ne
h» 
 � Rp je otevøená, konvexní, ne
h» F (~x) : 
 ! R je spojitá, par-
iální deriva
e jsou spojité v 
. Ne
h» 9L > 0: jjrF (~x)jj < L 8x 2 
. Potom F (~x) jelips
hitzovská s konstantou L.Dùkaz vìty 7.9 Zvolme ~x; ~y 2 
 libovolnì. Dk. pøedpokládá existen
i DF (~x) 8x 2 
,tedy té¾ na spojni
i bodù ~x; ~y.Z vìty o støední hodnotì (Vìta 6.5 ):9
 : F (~x)� F (~y) = rF (~
) � (~x� ~y)jF (~x)� F (~y)j � jjrF (~
)jj| {z }L �jj~x� ~yjj � L � jj~x� ~yjjspe
iálnì: p = 1: f(x) : (a; b)! R; jf 0(x)j � L ) f(x) je lips
hitzovská s konstantou L.



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 89�Lemma 7.4 Ne
h» jj � jj� je libovolná pevná norma v Rp . Pak existují 
1; 
2 > 0:
1jj~xjj1 � jj~xjj� � 
2jj~xjj1 8x 2 Rp : jj~xjj1 = pXi=1 jxij;kde ~x = (x1; : : : ; xp).Dùkaz lemmatu 7.4 jj~xjj� � 
2jj~xjj1~x =Ppi=1 xi~ei; ei = (0; : : : ; 1|{z}"i ; 0; : : : ; 0)jj~xjj� = jjPpi=1 xi~eijj� �Ppi=1 jxijjj~eijj� � 
2 � jj~xjj1
2 := maxfjj~eijj�; i = 1; : : : ; pg
1jj~xjj1 � jj~xjj�de�njme zobrazení ' : (Rp ; jj � jj1)! R, ~x 7! jj~xjj�' je lips
hitzovská s L = 
2:j'(~x)� '(~y)j = jjj~xjj� � jj~yjj�j � jj~x� ~yjj� � 
2jj~x� ~yjj1S = f~x 2 Rp : jj~xjj1 = 1g � (Rp ; jj � jj1) je kompaktní.je omezená a uzavøená. : (Rp ; jj � jj1)! R, ~x 7! jj~xjj1 je spojité (1-lips
hitzovská)S =  �1 (f1g) : : : uzavøená mno¾inaS = Rp� ( �1 (R�f1g)) uzavøená.' nabývá na S minima: oznaème ho 
1 (bude > 0)
1jj~xjj1 � jj~xjj� 8~x 2 Rp :jj~xjj1 = 1 : : : OK~x = 0 : : : OKjinak ~y = ~xjj~xjj1 a platí ~y 2 S
1jj xjj~xjj1 jj � jj xjj~xjj1 jj� krátím, jsou to skaláry. �Poznámka 7.16 Dùsledky:� f ~xng � Rp , jj ~xnjj� ! 0 , jj ~xnjj1 ! 0 : : : ekvivalen
e pøi konvergen
i� za
hování otevøenosti (nezávisí na normì)U1� ~x0; "
2� � U� (x0; ")z první nerovnosti: jj~x� ~x0jj1 < "
2 ) jj~x� ~x0jj� < "U� (x0; 
1") � U1 ( ~x0; ")(z druhé nerovnosti)
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e 7.18 (Izometrie.) (X ; �) ; (Y; �) jsou metri
ké prostory. Zobrazení F : X !Y se nazve izometrie, pokud �(x; y) = � (F (x); F (y)) 8x; y 2 X .Pøíklad 7.9 ' : R2 ! C , (x; y) 7! x + iynorma: px2 + y2 � pRe2 +Re2izometrie = ztoto¾nìní metri
ký prostorDefini
e 7.19 (Konvexní mno¾ina.) Ne
h» X lineární vektorový prostor nad R.Mno¾inaM� X se nazve konvexní, pokud(8x; y 2 M) (8� 2 [0; 1℄) [�x + (1� �)y| {z }y+�(x�y) 2 M℄
Defini
e 7.20 (Úseèka.) Mno¾ina ha; bi = f�a+ (1� �)b;� 2 [0; 1℄g nazvu úseèkous krajními body a a b (spojni
e a; b).Poznámka 7.17 Nelze zavést v obe
ném metri
kém prostoru (v metri
kém prostorunelze sèítat a násobit èíslem).Defini
e 7.21 (Bolzano-Cau
hy podmínka.) Posloupnost fxng � X se nazve
au
hyovská, pokud(8" > 0) (9n0 2 N) [m;n � n0 ) �(xn; xm) < "℄:Lemma 7.5 Konvergentní posloupnost je 
au
hyovská.Dùkaz lemmatu 7.5 fxng � X konvergentní: xn ! x0 2 X ." > 0 dáno: "2 > 0 : : : 9n0; n � n0 : �(xn; x0) < "2m;n � n0 : �(xn; xm) � �(xn; x0)| {z }< "2 + �(x0; xm)| {z }< "2 �Defini
e 7.22 (Úplný metri
ký prostor.) Metri
ký prostor se nazve úplný, pokudka¾dá 
au
hyovská posloupnost fxng � X má v X limitu.Pøíklad 7.101. (R; j � j) je úplný [1. semestr℄2. (C ; j � j) je úplný [3. kapitola℄3. (Q ; j � j) není úplný: Sn :=Pnk=0 1k! , zøejmì fSng � Q a je 
au
hyovská ) má limitu,ale obe
. v R Sn ! e 62 Q :Poznámka 7.18 X je úplný: þnemá díryÿ.



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 91þR je úplnýÿ je ekvivalentní þaxiom o supremuÿ.Vìta 7.10 Rp je úplný prostor.Dùkaz vìty 7.10 Po slo¾ká
h. fxng � Rp je 
au
hyovská. ~xn = (xn1 ; xn2 ; : : : ; xnp)Klíèové pozorování: jxni � xmi j � jj ~xn � ~xmjj2, tj. 8i = 1; : : : ; p : fxign2N � R ) ~xn !~x0 = (x01; x02; : : : ; x0p). �Vìta 7.11 Ne
h» X je úplný,M� X je uzavøený. PotomM je úplný prostor.Dùkaz vìty 7.11 fxng � M 
au
hyovská. Cíl: xn ! x0 2 M.fxng � X je 
au
hyovská ) (úplnost X ) ) xn ! x0 2 X .xn 2 M : : : uzavøená ) Vìta 7.6 ) x0 2 M. �Poznámka 7.19 Vìta øíká: úplnost je uzavøená dìdièná vlastnost.Poznámka 7.20 Uzavøenost je podstatná: viz Q � R.Vìta 7.12 Ne
h» X je komplaktní. Pak X je úplný.Dùkaz vìty 7.12 fxng � X je 
au
hyovská. X je kompaktní ) 9x0 2 X hromadnýbod. Cíl: xn ! x0." > 0 dáno: "2 > 0 : : : 9n0 2 N : m;n � n0: �(xn; xm) < "2 (Bolzano-Cau
hy)9~n � n0 : �(x~n; x0) "2Ne
h» n � n0: �(xn; x0) � �(xn; x~n)| {z }< "2 + �(x~n; x0)| {z }< "2 < " �Vìta 7.13 (Bana
hova vìta o kontrak
i.) Ne
h» X je úplný prostor a ne
h»F : X ! X je kontrak
e. Potom existuje jediný x0 2 X tak, ¾e F (x0) = x0.Poznámka 7.21 x0 se nazývá pevný bod F .kontrak
e: 9a 2 (0; 1) : �(F (x); F (y)) � a � �(x; y)Poznámka 7.22 Bana
hova vìta: v¾dy existuje právì 1 bod tak, ¾e obraz na mapìse kryje se skuteènou polohou. a = mìøítko mapy.Dùkaz vìty 7.13 Zvol x1 2 X libovolnì. xn+1 := F (xn) 8n 2 N .Tvrdím: fxng � X je 
au
hyovská.�(x3; y2) = �(F (x2); F (x1)) � a � �(x3; x2) � a2�(x2; x1).Induk
í: n � 2 : �(xn; xn�1) � an�a � �(x2; x1) (�)Ne
h» m;n � n0 � 2; BÚNO m � n, n0 urèím pozdìji.�(xm; xn) � �(xm; xn�1) + �(xm�1; xm�2) + : : : + �(xn+1; xn) = Pm�nk=1 �(xn+k; xn+k�1) �



KAPITOLA 7. METRICKÉ PROSTORY 92(�) �Pm�nt=1 am+k�2 � �(x2; x1) = an�2|{z}�an0�2 �(x2; x1)| {z }ne
hám � m�nXk=1 ak| {z }�Pnk=0 ak= 11�a , a 2 (0; 1)�(xm; xn) � �(x2;x1)1�a � 1a2 � an0 = I(n0)" > 0 dáno: zvol n0 2 N : I(n0) < ".fxng � X Cau
hy & X úplný ) xn ! x0 2 X & xn+1 ! x0xn+1|{z}!x0 = F (xn)| {z }F (x0) spojitost F (kontrak
e je spojitá)jednoznaènost: sporem: x0; y0 : : : dva pevné body�(x0; y0) > 0 lze krátit1 � a Spor!!! �Poznámka 7.23� víme: na Rp jsou v¹e
hny normy ekvivalentní� obe
nìji na koneènì-dimenzionálním normovaném prostoru jsou v¹e
hny normyekvivalentní: topologi
ky : : : konvergen
e, uzávìr, úplnost, : : :nikoliv: geometri
ky: vzdálenost, nejbli¾¹í bod.� v prostore
h 1�dimenzionálním nejsou obe
nì dvì normy ekvivalentní (napø. 
odo konvergen
e) X = C ([a; b℄) jjf jj1 = (R) R ba jf(x)jdxjjf jj1 supx2[a;b℄ jf(x)jplatí: jjf jj1 � (b� a)jjf jj1konvergen
e vùèi jj � jj1 ) kovergentní vùèi jj � jj1 normì.Ne obrá
enì!!!
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