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Kapitola 1

Newtontiv integral

POJMY V TETO KAPITOLE: Zobecnénd primitivni funkce (ZPF), zobecnény prirtistek

funkce, Newtoniv integral (NT), velké ,O%, fadova rovnost. Véta o jednoznaénosti ZPF,
per partes pro NI, linearita NI, intervalova aditivita, substituce pro NI, o existenci primi-

tivni funkce, o konvergenci NI, srovnavaci véta pro NI.

DEFINICE 1.1 (ZOBECNENA PRIMITIVNI FUNKCE.) Funkce F(X) se nazve ZOBECNENA

PRIMITIVN{ FUNKCE k f(z) v intervalu (a;b), pokud
1. F(x) je spojita v (a;b),
2. existuje KONECNA MNOZINA N C (a;b) tak, ze

F'(z) = f(z)  Vz € (a;))\N

UMLUVA zZNAGENf 1.1 Znadeni zobecnéné primitivni funkce:
F(x) € ZPF (f(x); (a;0)) .

PozNAMKA 1.1

1. Primitivni funkce je zobecnéné primitivni funkce.

2. co se déje v N:
e F'(x) neexistuje
o [z flx) =~
e f(x)nenl definovana

PRrIiKLAD 1.1
l. |x| € ZPF (sgn (z); R)
spojitda v R

| o
z])! = sgn (z) Vo € R\{0}

e TVRDIM: F'(z) € ZPF (In |z|; R)

e DUKAZ TVRDIM: spojitost: z # 0 spojitd

e 777 F(0) =0 = lim,_yox(In |z| — 1) = 0, protoze z — 0 a (In |z| — 1)

y —00
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VETA 1.1 (O JEDNOZNACNOSTI ZPF.) Necht F(x),G(x) € ZPF (f(x);(a;b)). Pak
existuje C' € R tak, ze (F(z) — G(x)) = C v (a;b).

Dukaz VETY 1.1 F(z),G(x) € ZPF spojita v (a;b)
F'(z) = f(x)Vz € (a; b))\ NV,

7(x) = f(x)Vz € (a;0)\ N,

Polozme N = N; U N, kone¢n4d mnozina; N = {1, 29,... ,2,}, BUNO z; < 25 < 23 <
o< Ty

Oznac¢ime xy = a, £,11 = b. OznaémeH (x) = F(z) — G(x) v intervalu (x;;2;41) (0 <@ <

n): H'(z) = [F(z) — G(z)] = F'(z) = G'(z) = f(z) — f(z) = 0. Pak 3C; € R; H(z) = C;
v ('T/i; Trt1 )
H(x) je spojita v x; (rozdil dvou ZPF, které jsou spojité)
H(x;) = limy_p,, H(z) = C; = limy0,_p(2)=c,_, (H(x) = C; na Py(z;) )
=C;=C_,=dCeR C;=CVi

U

UMLUVA ZNACENT 1.2 Znaleni limity zprava (zleva):
F(zo+) :== lim F(x)
F(ro—):= lim F(x)
PRIKLAD 1.2 lim, o f(2) = f(+00—)

DEFINICE 1.2 (ZOBECNENY PRIRUSTEK.)

[F(@)], = [F@)5, = F(b-) — F(a+)

r=a

DEFINICE 1.3 (NEWTONUV INTEGRAL.) Je-li F'(z) € ZPF (f(x); (a;b)), definujeme
’ b
N [ @) = @,

UMLUVA zZNACENT 1.3 (A\) nepiSeme, ale myslime si ho.

ma-li prava strana smysl.

PozNAMKA 1.2 Korektnost definice: F(z),G(z) € ZPF (f(x); (a;b)). Co potiebuji?

e 4 7PF
e 3 F(a+), F(b—) (to je OK), pak dle véty 1.1 F(x) =G(z)+C

e F(a+)— F(b—) ma smysl

F(a+) =G(a+) +C

F(b—)=G(b-)+C

F(b—) — F(a+) = (G(b—) + C) — (G(a+) + C) = (véta o aritmetice limit) = G(b—) —
G(a+)
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PozZNAMKA 1.3 Pokud F(z) spojita v [a;b] = [F(z)]° = F(b) — F(a)

PRIKLAD 1.3 7
L (W) 1 In|z|de = [} In|z|de = [z(n|z] — )], = =1 — (+1) = -2

2. [1% e —larctg ()] =2 — (-2) =7

3. [F Az = [In|z +1];™ = +00 — 0 = +o0

+oo 3 x x o ;
4. f_oo (z +2°)dz = [7 + T] = 400 — (4+00) ... nemé smysl.

— 00

VETA 1.2 (PER PARTES PRO NEWTONUV INTEGRAL.) Necht F(z) € ZPF (F'(z); (a; b)),
G(r) € ZPF (G'(x); (a;b)). Potom

b b
[ PG = F@6e) - [ P@6 @
méa-li prava strana smysl.
UMLUVA ZNACENT 1.4 (a;b)\N ... az na KM (kone¢nou mnozinu)

DGKA&Q/[ETY 1.2 F(x) € ZPF (F'(z); (a; b)) = F(x) je spojita na (a; b) & IF'(z) vlastni
az na K

JH (x) € ZPF (F(xz)G'(x); (a; b)) a [H(x )] mé smysl

TVRDIM: F(x)-G(z) — H(zx) € ZPF (F (r)G'( ); (a3 b))

- spojitost v (a;b) OK.

- prirtstek: [F(x) - G(z) — H(?)]Z = [F(x)- G(.r)—]z -~ [H(?)]Z ... ma to smysl, mizu
roztrhnout limity

- [F(x)-G(z) — H(x)]". .. z definice

- [F (7) -G (7)—]2 . prava strana

- [H(2)]; = [, F(2)C(x)

- derivace: (F(z)-G'(x) — H(z)) = F'-G+F-G'-H =aznaKM =F'-G; H = F-G'

O

VETA 1.3 (LINEARITA NEWTONOVA INTEGRALU.)

[ e rwar=c [

[ 1@+ g =e- [ 5+ ooy

maji-li pravé strany smysl.

DUkAz VETY 1.3 Diikaz je za doméci cviceni.
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VETA 1.4 (INTERVALOVA ADITIVITA.) Necht a < b < c.

/f M—/f M+/f

pokud integraly napravo jsou konecné.

DUkAz VETY 1.4 Dle pfedpokladi 3F(x) € ZPF (f(z); (a;0)) & IFy(x) € ZPF (f(x); (a; b))
Navic Fi(b—), F»(b+) jsou konec¢né.

Fi(z),z € (a;b)
Definuji F((z) := ¢ Fi(b—),z =

Fy(x)+ S,z € (b;e), S = Fi(b—) — Fy(b+)
TVRDIM: F(z) € ZPF (F'(z); (a; b))
SPOJITOST: na (a;b) a na (b; c) ziejma.
F] ([)—)

- v bodé b: F(b) =
vhode b FO) =9 by L s = R

= F(z) je spojita na (a;c)

[F(x)]" = f(x) az na KM

LHS = [F(z)]; = F(c—) — F(a+) = Fy(c—) + S — Fi(a+) =
= Fz((‘—) + F] (l) ) - F2(1)+> - F] ((1+> —

= [Fy(2)]; + [Fi()], = RHS.

OJ

VETA 1.5 (SUBSTITUCE PRO NEWTONUV INTEGRAL.) Necht ¢(t) : (a;3) — (a;b)
vzajemné jednoznacné, p(t) je spojitd, ¢'(t) koneéna, nenulova existuje vSude az na KM.

Potom Ly
t / () = / 7 (o) - 16/ (1)] dt = /¢(< o) - S ar,

p~!(at)

mé-li alespon vyraz vpravo smysl.

DUkAz VETY 1.5 OzZNACME:

[ f@)da.. (1)
[2 7 () - [0l dt... 2)

S8 f (o) - ¢ (0dt . (3)

¢(t) bud roste, nebo klesd. Omezme se na o(t) klesajici:
(2) = (3): ©(t) klesajici: o~ 1(b—) = 1nf( Ya;0)) = a, ¢ ' (a+) = sup (p (a; b)) = 6.
O'(t) <0 VSlld(‘ kdo OXMuJO vSude az na KM. |¢'(¢)] = —¢'(t) v8ude az na KM.
(2) == [ (o) - ¢ (t)at
(3) =[5 flp (f)) ( Nt = = [1 f((t)) - ' (1)t
(1) : existuje: IF(a ) € ZPF (f(2); (a;0)), 0t01n7f7( o(t)) € ZPF (f (0(t)) - ' (1); (; 5))
spojitost: F'(x) spojitd = ZPF, ¢(t) spojita dle predpokladi = spojita
[F ()] = F' (o)) - ' (t) = f (0(t) - £'(2)
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(2) = = [F (p(1))]y = (F (p(5-)) 5»:( ))2)

o(f—) = a, F(a+) existuje, p(t) > e P_(B), — (F(a+)— F(b—)) = (1)

obracené: (2) existuje:
j: I () - ¢’ (t)] = (polozim ¢t = p~!(z), stejné Gvaha jako kdyz (1) = (2)):
. rb

= [, [0l (2) - 1¢' (0 (@)] - o~ (@)]| do =

Véta o limité slozené funkee = [p™' ()] = S~ = an f(z)dzx

DEFINICE 1.4 Dodatek k definici Newtonova integralu:

/abf(x)d:r = — /baf(x)d:r
[ s =

PozNAMKA 1.4 Hodnota integralu nezéavisi na kone¢né mnoha zménach f(x). F'(z) =

f(z).

Je-li b < a, pak

a navic

VETA 1.6 (O EXISTENCI PRIMITIVNI FUNKCE.) Necht f(z) je spojitd v (a;b). Potom
existuje F'(z) primitivni k f(z) v (a;b).

DUKAZ VETY 1.6 Pozdéji.

PozNAMKA 1.5 Pokud f; f(z)dz € R, ¥ikdme, Ze integral konverguje.

POZNAMKA 1.6 fabf(.r)da: konverguje, (¢;d) € (a;b), potom téz fcdf(a:)d.:v konverguje.

VETA 1.7 (O_KONVERGENCI NEWTONOVA INTEGRALU.) Necht f(x) je spojita v (a;b).
Potom

L. je-li f(z) >0v (a;b) { resp. f(xz) <0 v (a;b) }, pak fabf(:v)dx existuje.
2. existuje-li g(z) tak, ze |f(z)| < g(z) v8ude v (a;b) a navic f:g(x)d:r konverguje,

potom také fab f(x)dz konverguje.

DUkAz VETY 1.7 Dle Véty 1.6 IF(x) primitivni funkce k f(x)
1. F'(z) = f(z) > 0 v (a;b)
F je neklesajici: F'(b—), F(a+) existuji, navic: F'(b—) — F(a+) ma smysl, protoze
F(b—) > F(a+), pfipad (F(b—) > F(a+)) # oo (domysled za DU)

2. 3G(x) € ZPF (g(x); (a; b))
G(b—),G(a+) existuji vlastni
ukazme napt.: AF(b—) vlastni:

F(z) = G(z) + F(z) — G(z), kde H(z) = F(z) — G(z). Pak
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[H(z)] = F'(z) — G'(z) = f(z) = g(x) <0 v (a;b) az na KM,
tedy plati na P_(b), H(x) je nerostouci na P_(b).
= H(b—) existuje. Zavér: F'(b—) existuje.
H(b—) je vlastni: staci zdola omezené: [H(z) + 2G(z)]' = f(x) — g(x) + 2g(z) =
= f(x) + ()>0na77()
(x) + 2G(x) je neklesajici:
H(z)+2G(x) > H(Io) +2G(xg) = C, C... konstanta, Vx € (x¢;b), kde o € P_(b)
H(z) > — )G )+ C
G(b—) O\lstu](\ xlastm
= H(z) je zdola omezena.

H

O

PozNAMKA 1.7 Funkce g(z) z pf¥ipadu 2) se nazyvi INTEGRABILNf MAJORANTA k funkci

/().

VETA 1.8 Necht f(x) je spojitd, omezend na omezeném uzavieném intervalu [a; b]. Potom

b
/ f(z)dz konverguje.

DUkAz VETY 1.8 |f(z)| < M = g(x), fab g(x)yde =M - (b—a)
Dle Véty 1.7 : ptipad 2)

O

PozNnAMKA 1.8 Dodatek:Predpoklady jsou splnény specialné, je-li f(z) spojitd v [a; b].

DEFINICE 1.5 (VELKE O.) Necht f(z), g(z) jsou definovany na P(z¢). Rikdme, ze f(z) =
O (g(z)) pro & — g, pokud Je > 0 a 35 > 0 tak, 7e |f(2)| < c- |g(x)| pro x € P (x).

DEFINICE 1.6 (RADOVA ROVNOST.) Rikdme, 7e f(7) ~ g(x) (f(z) je ¥adové rovno g(z))
pro r — xy, pokud lim,_,,, % existuje kone¢na, nenulova. Analogicky definujeme pro

T — To+, x — To—.
PRIKLAD 1.4

1. sinz ~x prox — 0

2. In(1+2)~zprox—0

3. 1—cosxz ~ 2% prox — 0
4. p(z)... polynom stupne n = p(r) ~ a™ pro x — +0oo
- xh n—1
P = et 8 e o g, g - 2! +...=aq,
5. arctg x = ) pro z — 0+

o
|a1ct01| 5-1=C-1naR
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6. ln'r—()(\'/) pro z — 0+
Vz - In(z) — 0 pro z — 0+

|z - In(a )| <1 v jistém P, (0)
|In()] < =

LEMMA 1.1

1. Necht lim,_,,, % = A eR. Pak f(z) =0 (g(x)) pro z — x.

2. yﬂhgof(x) ~ g(x) pro x — xy. Potom f(z) = O (g(x)) a také g(z) = O (f(x)) pro

DUKAZ LEMMATU 1.1

1. 1 o) s 4] =
o ‘ < |A] + 1 na jistém P(xg)
|f(z)] < (JA|+1) - |g(x)| na jistém P(x).
2. f(z) ~g(x)... L8 - AeR\{0} =
=dle 1) f(z) =0 (g(x )) pro r — xy
f(x) ~g(z)... $ - L e R\{0} =
=dle 1) g(x) = O (f(x )) pro r —

O

P%NAMKA 1.9 Je-li f(x) =0 (g(x)) (malé ,6“), je téZ f(x) = O (g(x)) (velké ,6“) pro
T Zo-

VETA 1.9 (SROVNAvVACT VETA.) Necht f(z), g(x) jsou spojité na jistém P (), g(x) > 0.

1. Jestlize f(xz) = O(g(x)) pro = — zo+ a ffoﬁég(x)dx konverguje pro néjaké o,
:c0+61

potom téz f f(z)dx konverguje pro d; dost malé.

2. Je-li f(x) ~ g(x) pro x — xg, potom 39; > 0 tak, ze V§ € (0;0;) plati

zo+0 xo+6
/ f(z) konverguje <:>/ (x) konverguje

zo

PozNAMKA 1.10

DUkAzZ VETY 1.9 )
L f(x) = 0 (4(x) = 36, & 3> 0: |f(x)] < O+ |g(@)] = C - g(x) na P* ()
BUNO §;, < 6§ = jlw g(z)dx konverguje.
C' - g(z) je konvergentni majoranta k f(x) na P (2o)
N [To+r)1

2. f(z) ~g(x) = f(x) = O(g(x)) & g(x) = O (f(x)) pro x — zo dle 1).

‘(x)dx konverguje.
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PRIKLAD 1.5
1. Konverguje fol In zdz?
Zvolme ¢ € (0;1). Potom:

fol Inzdx = fo‘s In xdx + f; In zdz

1 . o ) L
| s Inzdz konverguje: spojita funkce na omezeném uzavieném intervalu.

lnx:0<%> pro x — 0

Jo b =2yl =2v5 - 0=2V5..

Vysledek: fo In xdz konverguje.

PRIKLAD 1.6 Dilezité priklady

1. f06 z%dx konverguje < a > —1, § € (0; 00)

. konverguje

2. f:oo z®*dx konverguje & a < —1, k € (0;00)

PRIKLAD 1.7 Vypocet: (napt. 2:)
[Faeda, k € (0; 00)
Ioz+1
a1
primitivni funkce k % =

In|z|,a = —1
[IQH]JFOO ) Hoo,a > —1
f+oo xadx o a+1 K E R,a < _1
[In|z[]7* = +00 —Ink = +oo...

PRIKLAD 1.8 [F°actesq, — (7

K < 400
15 konverguje vzdy

M‘;}# ~ 2% pro x — 0+

I, ... konverguje & a < 2. Dale plati
D AABT =@ — 400, takze
I5 ... konverguje & o > +1.

ZAVER: konvergence pro a € (1;2).

o [Fde+ [

diverguje

.d1'211+12+]3,0<6<



Kapitola 2

Riemannnuv integral

PoJMY V TETO KAPITOLE: Dolni soucet, horni soucet, dolni integral, horni integral,
Riemanntv integral (RI), spojitost na intervalu, oby¢ejnd spojitost, stejnomérna spojitost,
objem rotac¢niho télesa, plocha v polarnich souradnicich, délka kiivky. Véta o aditivité
dolniho integréalu, o aditivité horniho integralu, o aditivité Riemannova integralu.

DEFINICE 2.1 (DOLNI SOUCET, HORN{ SOUCET. DOLNI INTEGRAL, HORNI INTEGRALL.)
Necht f(x): [a;b] — R je omezend. Necht D :={a =120 <21 <19 < ... <1z = b},

m; = inf f([z;_; 7)), i=1,...,n

a M; :=sup f([x;_1;24]), i =1,... ,n. Pak definujeme

n

s(D) = """, mi(x; — x;—1) jako DOLN{ SOUCET f(x) piislusejici D a také definujeme

S(D) =" M;(x; — x;—1) jako HORNf SOUCET f(x) pisluSejici D. Déle definujeme

fab f(z)dx = sup,, s(D) jako DOLN{ INTEGRAL. Analogicky definujeme

fff(fv)dﬁ = infp S(D) jako HORN INTEGRAL.

PozNAMKA 2.1 m< f(z) <M = m<m; < M; < M,
m(b —a) < s(D) < S(D) < M(b—a)

P()ZNA[MKA 2.2 Diisledek:
1. ./a) f(z)dx, fa—)f(,r)(l;r jsou vzdy konecné.

2. Necht D* je zjemnéni D. Potom:
s(D*) > s(D) a S(D*) < S(D)
DUSLEDEK:
Dy, Dy libovolnd = s(D;) < S(Dy).

Diikaz.: Necht D* = D; U D, spolecné zjemnéni. Potom

«(D)) < s(D°) < S(D") < S(D)

10
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/ )z < / " fla)de

DEFINICE 2.2 (RIEMANNUV INTEGRAL.) Necht f(z): [a;b] — R je omezend. Pokud

/abf(:r)dx = /abf(x)dx

pak toto ¢islo nazvu RIEMANNUV INTEGRAL f(z) na [a;b]. Zna¢im

R) / Ho)da

LEMMA 2.0 lemma 2.0 TVRZENI{: Funkce f(z) ma Riemanniv integril < Ve 3D (déleni)
tak, ze

DUSLEDEK:

S(D) — s(D) < e.

PRIKLAD 2.1
1. f(z) =C, z € [a;b], D je libovolné
m; = M; =C Vi
s(D) = C- (b—a),S(D)=C"-(b—a)

ffr(h—ff Jdz =C - (b—a)

2. f(z) =D(x)... Dirichletova funkce, z € [a;b], D libovolné
nabyvé jen 0 - v kazdém intervalu alesponn 1 bod nabyde 1 a 0.
m,—() M,=1Vi=1,....n
- bude tam aspon 1 1ac1onaln1 ¢islo.

s(D) _()_fD ydz =
S(D)=1VD

} nema Riemanniiv integral.

3. f(#) =z, y;,€[0;1], D:x; = i i=1,...,n,n €N pevné

dolni soucet:
m; - inf té funkce: m; = f(z; 1) = =1, délka intervalu *

S(D>:ZT1% Lo Ly (- )—,,z( (”H)—”)

b
m; =3 pron — +oo = [’ > 3.
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horni soucet: .
= —sn(n+ 1), limitné se blizi

(D)= t-1=1

z 1
M; = f(z;) = £ (nabyvé se v hornim bodg)

N

N[ =
IN
2
A
Y
N
N[ —

! 1
= (R)/ rdr = =
0 2

LEMMA 2.1 Funkce f(r) ma Riemanniv integril < Ve 3D (déleni) tak, Ze

S(D) — s(D) < =.

DUKAZ LEMMATU 2.1
P ”j“

e > 0 dano.

wf-[-]

Necht D* = Dy U D, je zjemnéni déleni. Potom dolni soucet roste, s(D*) se ptiblizi
k [ & S(D*) klesa a piiblizi se k [.

= to jsme chtéli najit.

«“ .
® < negaci:

Kdyz —=3(R) [ = neni spnéna podminka: fab < ff - neni splnéno s ¢ < ... (7?77
doplnim pozdéji)

O

VETA 2.1 Necht f(z) : [a;b] — R je omezend, monoténni. Potom existuje (R) fab f(z)dz.

DUKAZ VETY 2.1 Definuji déleni: D : z; = a+ i (b—a), kdei=1,...,n, interval [a; ]
rozdélim na n stejnych délek.

BUNO necht f(z) je neklesajici. Potom m; = f(w;_1) a M; = f(x;). Velikost jednoho
dilku je z; — x; 1 = ”’T’l Pro soucty plati vztah:

S(D)=s(D) = 30 (My—m;)(wimy —3) = 320, [f (i) — f(wima)]-5 - (b—a), kde ;- (b—a)
je konstanta nezavisla na .

(f (1) = f@0))+(f (22) — f(21))+(f(23) = f(22))+- A (f(2n) = f(2n1)) = 225 fl2n) -
f(zo) = f(b) = f(a)

Tedy S(D) — s(D) = L - (b—a) - ((b) — f(a)), Kde (£(b) — /(@) je konstanta.

Pro n dost velké je (b — a) hodné malé.

= S(D) — s(D) mize byt libovolné malé = dle Lemmatu 2.1 (R) fab existuje (vezmu n
tak, aby vyraz < e, pak to vyjde. )
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O

DEFINICE 2.3 (SPOJITOST NA Z.) Rekneme, 7e f(z) je SPOJITA NA T, jestlize Vo € T
Je > 035> 0:Vy eU(2)NT = f(x) €U (f(x)). Na kraji T jen jednostranné okoli.

DEFINICE 2.4 (OBYCEINA SPOJITOST.) Rekneme, 7e f(x) je SPOJITA, jestlize Ve > 0
VeeZ3I>0:Vyelilz—y|l<d=|flx)— fly)|<e

DEFINICE 2.5 (STEINOMERNA SPOJITOST.) Rekneme, Ze f(z) je STEINOMERNE SPOJITA,
jestlize Ve > 030 >0Ve €e ZIVy e T Vy € L: |[x —y| <0 = |f(z) — f(y)] <& (%)

Pro dané € univerzalni § - Vy.

LEMMA 2.2 Necht f(x) je spojitd na uzavieném, omezeném intervalu Z = [a;b]. Potom
f(z) je stejnomérné spojita na 7.

DUKAZ LEMMATU 2.2 SPOREM: neni stejnomérné spojita = neni spojita.

Necht ne (x): 3= > 0; V§ > 0 Jz, JGI e —yl < d & |f(x) — f(y)] > 0. Fixuji e > 0:
(\)__ézhn JIL€I|IH Jn|< _0
|f( ,)—_ (,?/n, |Z 9

Posloupnost {z,} mé4 hromadny bod z, € Z

f(z) je spojitd v zo: 36 > 0 . € U°(29) N L = |f(x) — f(z0)] < 5.

Uu %(.7’0) obsahuje oo ¢lent posloupnosti {z,}. Specialné obsahuje z,, takové, ze % < % &
n > g) kde n je dost velké

T‘(‘(ly: Ty, E U (20) |0 — yn| < L < S =y, € U (), Y, nejVYSE 0 % dal

|f o Jn | o |f n o f(lo)Jrf(Io) (yn)| S |f<7n)_f(70>|+|f<yn)_f<70>| <
S4: <

SPOR |f — f(yn)| > € z definice.

VETA 2.2 Spojita funkce na uzavieném intervalu ma Riemanntv integral.
Neboli C ([a; b]) C R ([a; b]).

DUKAZ VETY 2.2 f(x): [a;b] — R je spojitd. & > 0 libovolné. Stejnomérna spojitost
(— Lemma 2.2 ): 36 > 0 Va,y € [a;0]: |z —y[ <0 = [f(z) — f(y)| <e.
Zvol déleni D (1()\ nomérné): r; = a + + L.(b—a),i=0,...,n (n intervalt), n tak velké,
aby =(b—a) <6, (b—a) = (zp1 — )
Kli¢ové porovnani:
\[ m; < &

l)()(l\ - J(‘]l(h rozdil < 6 = jejich fuknéni hodoty < d
\[ sup, M;inf = musi se sejit, protoze sup a inf se nabyvaji na spojitém uzavieném
intervalu.
M; = sup f(Z;) = f(a ), Ja € T;, kde Z; = [w;_1; 2]
m; = inf f(Z;) = f(65;), A0 € I;
. Plati |o; — 3] < 0
S(D) —s(D) =30 (M; —mg)(wimg —x) < >0 e-

malé (z poznamky o e-ech)

= ¢(b — a), kde ¢ je libovolné
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= (Lemma 2.1 ) ... existuje Riemanntiv integral.

LEMMA 2.3 (O ADITIVITE DOLNIHO INTEGRALU.) Necht a < ¢ < b . Potom

/f M—/f M+/f

ma-li jedna strana smysl.

D, ... déleni[a; c|

DUz AT 28 D, ... déleni[c; b]

} libovolna. Poloz D = D; U Dy = zjemnéni
déleni [a; b).
Ziejmé: s(Dy) + s(Dy) = s(D) < fbf )dx
D déleni [a;b], D* = D U {0} ... aby se dalo rozdélit na dalsi déleni. Pak [ f(z)dz +
s(Dy) < f f(z)dx/pres viechna sup D
D* D, U Dy:
b
/}‘ dL+/f Jdz < [ f(x)dx (&)

Zjemnéni - mize se nejvySe zvétsit: s(D) < s(D*) = s(Dy) + s(Dy) < j f(z)dz +
j f(z)dx/prejdu k sup D
%jf dr<]f errjf )do =

/( b f(z)dz = /a .c fz)dz + | /( b f(2)da

O
LEMMA 2.3’ (O ADITIVITE HORNIHO INTEGRALU.) Necht a < ¢ < b . Potom
/f d:r—/f d:r—lr/f
ma-li jedna strana smysl.
DUKAZ LEMMATU 2.3 Analogicky jako v Lemmatu 2.3 .
O

VETA 2.3 (O_ADITIVITE RIEMANNOVA INTEGRALU.) Necht a < ¢ < b . Potom

R [ @i =®) [ 1 @ [

ma-li jedna strana smysl

DUKAZ VETY 23—ff (17——jf dr—ff )d
ff )z = [* f(x (1L+ff )dx
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jﬁ dL—]f dL-(]f dL—jf dL) (]f dL—]f dz)

,= “ pokud RHS mé& smysl:
ALZAQZOjAZOjH r][ dl

< “ pokud LHS mé smysl:

A=0= A+ Ay & Ay, Ay > 0 (zaroven soucet 0) = Ay F Ay = 0 = maji smysl Ay, Ay

obé strany maji smysl.

O

DEFINICE 2.6 DODATEK K DEFINICI RIEMANNOVA INTEGRALU: Pro a > b

R [ =) [

a déale

®) [ oo =

VETA 2.3’ (O ADITIVITE RIEMANNOVA INTEGRALU.) Necht a,b,c € R . Potom

R)/abf(x)d /f o + (R /f

mé-li jedna strana smysl.

DUKAZ VETY 2.3 a <ce< b... viz Véta 2.3 .
Necht a < c=10: (R) [} f(a )dL—()
\(‘(h‘[ a<b<c (R)[ flz)de = jbf )dz + (R) [, f

ff )dz.

PozNAMKA 2.3 POZNAMKY K RIEMANNOVU INTEGRALU.

1. f<gnalab] = L[f< )ﬁg

2. [f] < M v [a:d] = \(R)f;’f\ < M-(b—a)

3. linearita: (R) [*(a-f+8-9)=a(R) [V f+BR) [ g

4. f =g v [a;b]\K, kde K je koneénd mnozina. Pak (R
DUSLEDEK: f(z) staci definovat az na KM.

0,r € R\Q

Lz =2 p ¢ nesoudéln

PRIKLAD 2.2 R(z) = {
Tvrdim: fo r)dz =0
LFR(ML—O

777[73 ydz =0

Kli¢ové pozorovani:

r)dz

(R) an f(z)dx —

—(R) [ g
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1. € déano;
2. existuje nejvyse k bodi {a;:j=1,... ,K},a; € [0;1]: f(oj) > ¢

aj=20<p<q& floy)=7>e=>q¢<;

D:x; = i, 1 =20,...,n - rovhomérné déleni

n tak velké, ze % <e

S(D) =320 Mi(wi — @) =350, ]Wi% - Zie]l U

Zavedu dvé mnoziny:

I == {i : [z;_1; ;] neobsahuje zadny z {a;}

Iy == {i : [x;_1; ;] obsahuje alespon jeden z {c;}
l.ielh = M; <¢
2. pocet prvki Iy je mensi nez 2K:

{7% + Zielz M, g

M;<e M;<1
=Y M -+ > M - i
i€l i€ls
n 2k
<e-—+1-—
n n
<e+2=3¢

Tvrdim: (N) fol R(x)dzx neexistuje.

R(x) nemé ZPF
= nemé Darbouxovu vlastnost na zadném intervalu

UMLUVA ZNACENT 2.1

e f(r) € R ([a;b]) znaci: existuje (R) fabf(:r)dx

e f(z) € C(Z) znadi: f(x) je spojita v Z.

VETA 2.4 Necht f(z) € R ([a;b]). Oznacme F(x) :=

pevné zvolené. Potom

1. F(z) € C (ja; b))

2. Je-li f(x) spojita v bodé o € [a;b] (resp. spoji
f (o) (resp. F.(wo) = f(x0) / Fi(wo) = f(x0))-

R) [X f(t)dt, kde ¢ € [a;0] je

ta zleva / zprava), potom F'(xq) =

PozZNAMKA 2.4 F(x) ma vzdy ,o Ffad“ lepsi vlastnosti nez f(z).

DUKAZ VETY 2.4 ,
L |F(x)=Fy)|l=1["—["]
¢ > 0 dano, polozme § =
dokonce stejnomérna.

dle Véty 2.3

gl ||

= |fy‘rf| <M-lz—y|... |[fI<M
Potom (v —y) < § = |F(z) — F(y)| < & spojitost
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2. pro f(x) spojitost v o zprava. Cil: F'| (zy) = f(zo).
F(mo+h}3—F(fl¢0) o % [[mo+h,_‘ﬁro} _ %(;:)0+h/f(.’17) — F(xo)da + %f;)o+h,f(mo Y h) =

I(h) + f(z0)

Chci dokazat: I(h) — 0 pro h — 0+.

e > 0dano: 3§ > 0; = € [xo; 0 + 6] = |f(z) — f(x0)|

h e (0,%), potom |f(z) — f(x)| <& pro z € [xo; g + h]
[I(h)]| < f-e-h=¢

VETA H f(z) € C((a;b)) = IF(x) primitivni funkce k f(z) v (a;b).

DUkAz VETY H Zvolme ¢ € (a;b), polozme pro x € (a;b) F R) [T f(t)

1. definice: ma smysl dle Véty 2.2

2. F' = f dle Véty 2.4 + spojitost funkce f

POzZNAMKA 2.5

1. fe=dz = (R) [ e "dt ... nelze napsat jako elementarni funkci

R) [ t2dt =2

VETA 2.5 Necht f(x) € C ([a;b]). Potom

0 [ s =@®) [ e

DUKAZ VETY 2.5 Polozme F(x R) [T f(t)dt, Vz € [a;b].
Tvrdim: F(z) € ZPF (F'(x); (a, b)) (nebot F(z) € C((a;0)) & F' = f v (a;b) ... 7z Véty
2.4)

N) fab f(z)dx = [F(?)] = F(b) — f f(z)dz (spojitd F(z) v krajich)

PRIKLAD 2.3 F(z) = [ f(z)dt; F'(z) =777

(predpoklad: f(z) € C (R))

PRIKLAD 2.4 P... plocha pod grafem

(¢) s(D) < P < S(D) VD

R) f;’ f(z)dz existuje = je jediné ¢islo, které splije ().

PRIKLAD 2.5
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1. Obsah trojihelniku: ... OK.

2. Obsah pod Dirichletovou funkci D(z) ... Riemanniv integral nerozhodne, neumi.

PRIKLAD 2.6 OBJEM ROTACNI{HO TELESA.

Dano: f(z), zjistim si m;, M;. Pro V; plati V; < tM?(x; — x; 1). M4 platit:
mmg (v — zimy) < Vi < oMz — xi2)

D ,mf(x Zﬂm —z,1) <V < iﬂ]\/[f(xi —z;q)=S (D,7rf2(:v))

1=1

V=(R) /ab mf%(z)dx

PRIKLAD 2.7 PLOCHA V POLARNICH SOURADNICICH.

Déno: r =r(z), x € [a;b]. D ... déleni [a;b]. Pak
M; = sup r(x)

[zi-1;2]
m; = inf r(z)
[zi—1;2]
m? ’

PRIKLAD 2.8 DELKA KRIVKY.

doln{ odhad na délku, horn{ odhad na délku .. Ao — /1 +tg 2ad
M; = sup{|f’($)|;l‘ S [l‘i—l;l‘]}
= inf{|f'(2)|;x € [xi_; 2]}

ml
1+ mi(w — 1) < Ly <\/14+ M7 (2 —2;1)
ol emiai—zig) LS 14+ M2z —2i)
=1 =1

5 <D, 1+ [f’(:v)]2> <L<S (D, 1+ [f’(x)]2>

= ®) [ Ve et



Kapitola 3

Nekonecné rady

POJMY V TETO KAPITOLE: Rada, ¢asteény soucet fady, konvergence, divergence, os-
cilace, nekonvergence rady, velké O, radova rovnost, konvergence v C, konvergence kom-
plexni rady, absolutni konvergence komplexni fady, neabsolutni konvergence komplexni
rady, prerovnani rady. Véta o nutné podmince konvergence, d’Allembertovo podilové
kritérium, Cauchyho odmocninové kritérium, integralni kritérium, Raabeho kritérium,
Bolzano-Cauchyova podminka konvergence rady, Leinbizovo kritérium, Abelovo sumacni
lemma, Direchletovo kritérium, omezené ¢astecné soucty, Abelovo kritérium, Cauchyuv
soucet rad.

DEFINICE 3.1 (RADA.) RADOU rozumime symbol

Zan, kde a, € R(e C)
n=1

DEFINICE 3.2 (CASTECNY SOUCET RADY. SOUCET RADY.)

N

Sy = Zan.

n=1

Pokud Sy — S pro N — oo fikdme, 7Ze RADA MA SOUCET S, piseme

i a, = S.
n=1

DEFINICE 3.3 (KONVERGENCE, DIVERGENCE, OSCILACE (NEKONVERGENCE) RADY.)

Pokud S € R (S € C), fada KONVERGUJE.

Pokud S = 400, fada DIVERGUJE.

Pokud limy_,», Sy neexistuje, fada OSCILUJE (NEKONVERGUJE).

PRIKLAD 3.1

19
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1>, m =1 ... teleskopicka fada

1
1—= S S ) (e
( Q+% 3*”3 ﬁ+ +(N N+ﬂ
1 )
Sv=l-§07 am Sy =1
2. 3 L =400... harmonick4 fada
1+1+1+1+1+ +1+1+ -%1+ ! + +1
2 3 4 5 777089 TN 16 ol T on?
1+1>21_1
3 47 4 2
1 1 1
=>4 =
5+ +8— 8 9
1+ —+1>8 Lo
9 16~ 16 2
1 N %_1>T 11
on—1 41 77 9n = 9 9n 9

3. 2 (=1)"

Sy :=-1,0,—-1,0,—1,0,... osciluje
4.M5 ¢"=S,¢>0

a)qg>1:¢q">1VYn: Sy >N = S =400

b) ¢ € [0;1)

1-—q)1+qg+@+...+¢") =1—¢"*, oznaéme Sy = 1 +q+ ¢+ ... + ¢V
N

SN = l—lq_(;l — limy_, SN = 1%(]

VETA 3.1 Necht ¢, = aa, + (b,. Potom

(0.0) (0.0) (0.0)
DU ST il
n=1 n=1 n=1
mé-li RHS smysl.
DUKAZ VETY 3.1 Necht Ay, By, Cy josu ¢asteéné soucty fad > an, Y. by, Y ¢y Potom

Cy=a- Ay + (- By. A uziju vétu o aritmetice limit.
O
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VETA 3.2 (NUTNA PODMINKA KONVERGENCE.) Necht Y a, konverguje. Potom
a, — 0 pro n — oo.

DUKAZ VETY 3.2 Rada konverguje: Sy — S € R. Potom také Sy — S.

0O+ ay=Sy—Sy1=8—-5=0

o 1
n=1n"

PozNAMKA 3.1 Podminka a, — 0 neni pro konvergenci postacujici. Viz »

PozNAMKA 3.2 Necht > a,, Y d, se lisi v kone¢né ¢lenech. Potom Sy = Sy + C pro
N > ng.

3.1 Rady s nezdpornymi ¢leny

LEmMMA 3.1 Necht a,, > 0. Pak > 7  a, konverguje < {Sy} je omezena.

DUKAZ LEMMATU 3.1 a, > 0 = Sy je neklesajici = ma limitu S. S < 400 < {Sy} je
omezena.

O

LEMMA 3.2 Necht 0 < a,, < b,,. Potom
1. >, b, konverguje = > a, konverguje.

2. > 7, ay diverguje = Y b, diverguje.
DUKAZ LEMMATU 3.2

. Sy, Ty Castecné soucty > an, Y. b,: Sy < Tx. Dle Lemmatu 3.1 : konverguje <
omezenost ¢astecnych souctii.

OJ

PozNAMKA 3.3 DULEZITY DODATEK: Lemma plati, i kdyz Ing € N0 < a, < b, pro
n > ng.

DEFINICE 3.4 (O (VELKE O).)

{a,}, {b,} jsou posloupnosti. Rekneme, 7e a, = O(b,) pro n — oo, pokud Iny € N
dec > 0: Vn > nyg |a,| < C - by

DEFINICE 3.5 (RADOVA ROVNOST.)

Rekneme’ 7e {a'n} ~ {bn} ({an} je radové rovno {bn}), pOkUd Elhmn—)ool;—: =Ace€
R\ {0},



KAPITOLA 3. NEKONECNE RADY 22

VETA 3.3 Necht a,, > 0, b, > 0.
1. Je-lia, =0(b,) a Z b, konverguje, potom téz  a,, konverguje.

2. Je-li a, ~ by, potom ) a, konverguje < > b, konverguje.

DUKAZ VETY 3.3
1. a, =0(by,) ... Ing €N, ¢ > 0: |a,| < C...|b,| Yn > ng

Un by >0:0<a, <C-b, BUNO Vn e N
— C' - b, ... konverguje = a,, ... konverguje
> a, konverguje dle Lemmatu 3.2

2. ay ~ b, = (pron — o0) a, = O(b,) a b, = O(ay)
dle 1): Y b, konverguje < > a, konverguje

PRIKLAD 3.2 > tg (5)

tgx ~xprox —0

(5)"=0... tg (3)~ 5 = (5)
S ( ) kOHVPIgllJP

=, (Qn) konverguje
0<tg (2) Vn e N

PozNAMKA 3.4 Predpoklad a, > 0, b, > 0 je PODSTATNY.

VETA 3.4 (D’ALLEMBERTOVO PODILOVE KRITERIUM.) Necht a, > 0, necht “*= — ¢.
1. Je-li ¢ < 1, pak fada ) a, konverguje.

2. Je-li ¢ > 1, pak tada ) _ a, diverguje.

DUKA{IZH VETY 3.4 .
— g < 1. Zvolme p € (¢;1). Potom dny € N, = <p Vn > ny.

'fn

BUNO: Necht mE <pVYn >0

a; < p-ap

as < p-ay < p?-ag

obecné: 0 < a, <ay-p", p<1= > a, konverguje.
2. M 5 g>1=dng €N 225 > 1V > nyg

an

BUNO plati Vn € N. Pak az > a,

as > Go > aq

a, > ap ... nelze, aby a, — 0.

> a, nemuze konvergovat = diverguje.

PRIKLAD 3.3
L > 5 ... konverguje
PODILOVE KRITERIUM:

i1 (n+1)2 2" (n41 ’
a,  2ntl n? n

DN | —
DN | —
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n . .
2. >0 % .. diverguje

PODILOVE KRITERIUM:

(nt " ol _ <”+ 1>n =(1+ l)" —e>0
n n

Qn 1 o

y, n+ 1! nn

PozNAMKA 3.5 “ZA = 1 ... nelze obecné nic ¥ici:

f.. a, =+ ... harmonicka ¥ ... diverguje, r S TCES IR nverguj
P L harmonicka rada dive e, res ! konve e

VETA 3.5 (CAUCHYHO ODMOCNINOVE KRITERIUM.) Necht a, > 0, necht /a, — q.
1. Je-li ¢ < 1, pak fada ) a, konverguje.
2. Je-li ¢ > 1, pak tada ) a, diverguje.

DUKAZ VETY 3.5
1. a, — q < 1. Zvolme p € (¢;1). Potom dng € N, {/a, < p ¥Yn > ny.

BUNO: Necht Yo, <pVn €N
0<a, <p"

2. Ya, - q>1= ... Ya, >1pron > ng, a, >1pron > ng
a, /0 ... fada diverguje do —oo.

PRIKLAD 3.4 .
LS (22" ko
=1 " A\n e 1]
) — < < 1... konverguje

1 (n+41
V On = 3 ( n

VETA 3.6 (INTEGRALNf KRITERIUM.) Necht f(z) : [1;+00) je spojitd, nezdporna a ne-

rostouci, necht a, = f(n) Vn € N. Potom

00 +oo
Zan konverguje < (N) (z)dz konverguje
n=1 1
PoOzZNAMKA 3.6 a, > 0: fada méa soucet
f(z) spojitd, nezaporna ... (N) [ existuje
DUKAZ VETY 3.6
3 4 3
> an>W) [ fla)de>(N) [ fz)da
1 Ji
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vSechno plyne z (&) a (M)

VETA 3.7 (RAABEHO KRITERIUM.) Necht a, > 0, necht lim, ,,,n (a“il — 1) = p.
Potom
1. Je-li p > 1, pak fada ) a,, konverguje.

2. Je-li p < 1, pak fada > a, diverguje.

PozNAMKA 3.7 Raabe je ,piesndjsi“ nez d’Allembert.
DUKAZ.: Pokud az—:l — ¢ < 1 (konvergence dle podilového kritéria), pak —%— — 3 > 1

a
An+41

#n(“" —1>—>+oo;

ap+41
(a—n - 1) 51150
An 41 q
PozNAMKA 3.8 Raabe je lepsi.
o 2
DUKAZ.: a, = -5: il = i — 1

n _ 2 _ 1 2 _ 2 1 _ 1
(#ﬂ—l)—”'<(ni1>2—1)—”'((;+1) —1>—”(1+ﬁ+p—1)—2+ﬁ—>2

DUKAZ VETY 3.7
1. Zvolmep € (1;p),p > 1:n (niﬁ — 1> > ppron > ng. BUNOn € N. n (an, — apy1) >
P(Zn+1/ — Op+1
na, — (n+1)an1 > (p—1)an41/ Zn
LHS = (11 —2-a3)+(2-ap—3-a3) +.. .4+ (n-an—(n+1)-any1) > (p—1) 2, ay,

a; — (AV + 1) . (L]y+] § ay, kde (AV + 1) AN+ S 0
ar > (p-1D)N a,/- p%l, kde (p— 1) > 1, protoze p > 1

N . ) B .
/)“Tl] >y i a,=Sn...{SN} je omezend = Lemma 3.1 : fada konverguje

2. 1 (ap — apy1) < p pro n > ng; BUNO: Vn € N. Zvolme p € (p; 1).
Stejny postup ... vyscitam to ...
a1 — (N +Dayy < (p— 1) a, <0kde (p—1) <0
_a1 1

any1 > TN diverguje.
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3.2 Rady s komplexnimi ¢leny

UMLUVA ZNACENI 3.1 .2 €C; z=x+iy; kde 2,y € R,i® = —1
r= Rez y= Im z
Z=x —1y ... komplexné sdruzené
|z| = /22 +y? ... absolutni hodnota
1 _ =
z = [P

Plati:
1. A— NEROVNOST: |z +w| < |2z| + |w| Vz,w € C

2. max { Re z, Im z } < |z| < |Re z| + [Im z| ()

Dikaz:

12|
[im z|
z
w
1. 2. |IRe z|

C nelze uspordat relaci ,,<“.
Diikaz: sporem: 7 # 0
i>0Vi<0:0>0/-i

i2 >0

—1>0... spor

DEFINICE 3.6 (KONVERGENCE v C.) Necht 2, € C, z € C.

lim z, > 2:Ve>03ng e N:n>ng: |z, — 2| <e.

n— 00

PozNAMKA 3.9 z, — 2z & Re 2z, — Re z & Im z, — Im z (z nerovnosti (#).)

PozNAMKA 3.10 Disledek: aritmetika limit: z, — 2, w, — w = 2, + w, — 2 +w, déle
Zp Wy —> 2+ W

LEMMA 3.3 Necht z, € C. Pak {z,} je konvergentni, pravé kdyz je cauchyovska (spliuje
Bolzano-Cauchyovu podminku).

DUkAzZ LEMMATU 3.3 {z,} spliuje B-C podminku: Ve > 0 Iny € N: Vm,n > ny =
< g, kde — Zm| je komplexni absolutni hodnota

< {Re z,}, {Im z,} spliuji B-C podminku (pomoci nerovnosti (#).)

< {Re 2,}, {Im 2,} jsou konvergentni < {z,} je konvergentni

2 — Zn z
~MN ~m ~“n

O

0
n=1

DEFINICE 3.7 (KONVERGENCE KOMPLEXNf RADY.) Necht ¢, € C. Necht fada )

konverguje, pak Sy = S € C (Sy = 32N ¢,).

Cn
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LEMMA 3.4 (BoLZANO-CAUCHYOVA PODMINKA KONVERGENCE RADY.) Rada Y77 | ¢,,
cn € C konverguje, pravé kdyz
N+P
Ve >03ng ENVN >ng VP EN: | Y ¢ <e.
n=N-+1
DUKAZ LEMMATU 3.4 Y ¢, konvergentni < Sy spliuje B-C podminku:
Ve >0dny e N: V\[\>}7U$|S\[—S\|<ﬁ
BUNO: M > N: P=M — N
N . M
Sm = SN = N1 Cn
0

DEFINICE 3.8 (ABSOLUTNf KONVERGENCE KOMPLEXNf RADY.) Rekneme, 7e >°°°  a,
(a, € C) KONVERGUJE ABSOLUTNE, pokud konverguje fada > >~ |a,|.

LEmMA 3.5 Pokud fada konverguje absolutné, pak konverguje.

DUKAZ LEMMATU 3.5 Ovérit B-C podminku: € > 0 dano.
>oo2 1 |an| konverguje = (B-C podminka:)

N+P
Ing € NVN > ng VP € N : Z la,| < ¢
n=N+1
N4+P N4+P
>l <Y anl<e
n=N-+1 n=N+1

OJ

DEFINICE 3.9 (NEABSOLUTNI KONVERGENCE KOMPLEXN{ RADY.) Pokud fada konver-
guje, ale ne aboslutné, konverguje neabsolutné.

VETA 3.8 (LEIBNIZOVO KRITERIUM.) Necht {b,} je monoténni redlnd posloupnost
konvergujici do nuly. Potom >  (—1)"b, konverguje.

DUKAZ VETY 3.8 b, € R, BUNO b, nerostouci (b <by <...<0).
ASVA\'+| — ASVA\' + (_1)\v+lb\'+|
Stz =Sy + (=) boygr + (1) by o = Sy + (=) by g1 — by
—_——
>0
Son je nerostouci, Sonyq je ne l\losauu Tedy
> S)‘\ > S)\Jrl > Sl
Soni1 — Son = (—1)““/)2‘\4[ <0

N}y {Soni1} - nlon()t(')nni, omezené = maji konec¢nou limitu

S_)A Son 1| = |by| — 0 ... obé limity jsou stejné = konverguje

PRIKLAD 3.5
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1. 5 CEU% konverguje dle Leibnize

n=1 n?
absolutni konvergence Z konverguje

2.3, (j)n konverguje neabsolutné

SRR P G

BN
i+ (1)

— —
—0

(=1)"

neni monoténni = nekonverguje.

27

RN R O Vi
L a2 ;ﬁww DN nlf(er(

(.

")

J/

lePI‘gUJP do —

= diverguje
1
VAlYn+ (-1)7)

¢leny musi byt > 0 (pro vétu 3.3 )

1
n

Y

LEMMA 3.6 (ABELOVO SUMACNI LEMMA.) Necht a, € C tak, ze

N
|Zan| < K (nezavisi na N).

n=1
Necht b, € R je nerostouci, nezaporna posloupnost. Potom

N

1> b <K-b Vn €N,

n=1

0 ]\7
DUKAZ LEMMATU 3.6 Sy = Zan; Sy < K, Sy=0

n=1

IZan b,,|_|z (Sar — Suo1) ba| =

n=1 n= 1
N—1 N—1
—|ZSNb —ZSA n+l|—|ZSN — b, +SOZ)1+SAZ)J\|<
n=1
N—1 v 0
= Z |SN| - |bn o n"'*l| + |SN| ' |b77| < K- Z(bﬂ o bn+1> + bn
n=1 n=1

S [('1)1
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9
n=1

VETA 3.9 (DIRECHLETOVO KRITERIUM.) Necht a, € C, fada )
¢astecné soucty, rada b, — 0 (b, € R) a je monoténni. Pak

a, ma omezené

o0

Z a,b, konverguje.

n=1

DUKAZ VETY 3.9
.

S,

n=1

< M (nezavislé na N)

L

§ (]/IL

n=K

K-1

L
LD

n=1 n=1

b, — 0 a monotonni:

BUNO a):

dng € N Vn > ny : bnﬁ,

¢ libovolné, zvolené pevné.

Necht N > ng, P € N

N+P i
N b < by 2M <M =
T N~ M
n=N+1 Abelovo lemma,

~
B-C podminka = konverguje

o0

piipad b) > apa,b, = — Z an(—b,) = konverguje.

n=1

konverguje dle a)

PozNAMKA 3.11 Direchletovo kritérium je zobecnéné Leibnizovo kritérium.
> (=1)"b,, kde b, — 0 monoténné.
Y (—1)™ ... omezené Castecné soucty.

LEMMA 3.7 (OMEZENE CASTECNE SOUCTY.)

Zsin(nm), z€R

n=1
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Zcos(n:r), r € R\{2km,k € Z} ()

n=1

DUKAZ LEMMATU 3.7 e = cosy +isiny Vy € C
1, . ;
cosy = B (e‘y + e_‘y)
. 1 iy —iy
siny = % (e —e )

[eizp}n = e = cos(nx) + isin(nz)

(%) & e £1
ZN: [ei*]" = A L™ — e )20 _
0 : eir _ 1(% _%)2.@
= —— - J— 2 2
n 2 e e e
sin §
: N+1 N : N+1
sin [ (82) 2| sin [ (82)
= % &N = cos(Nz) + isin(Nz) = Zcos(mc) = % -cos(Nx)
n=0 2
plati, i kdyz zaménim cos — sin, ne naopak.
‘Zcos(nx)‘ < — 1I
‘sm(g)‘
x = 2km:
sin(nz) =0Vn >0 ... mi omezené soucty
cos(nzr) =1Vn >0 ... nema omezené soucty
U
lemma 3.7

PRIKLAD 3.6 > oo, % konverguje: Y. sinn, L — 0 monoténné "= konverguje

n

konverguje neabsolutné:

Z Sm”' o (1); ditkaz nésleduje:

1 1
M= km— = km 4 -
Ukez(ﬂ 2, 7T+2>
V= R\M
1
xGM:>|sinx|<sin§:A

r eV =|sinz| > A
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Klicové pozorovani: alespon jedno z ¢isel 2n,2n + 1 bude ve V.
2n eV ...OK

2ngV=2neM=2n+1€V
N

N . N
|sin(2n)|  |sin(2n + 1)
>
; 2n N 2n+1 *Z2n+1 Z

. neabsolutné konverguje.

(1) viz vyse.

VETA 3.10 (ABELOVO KRITERIUM.) Necht a,, € C, ¢, € R.
1. Pokud >’ a, konverguje, {c,} je omezend monoténni, potom > a,c, konverguje.

2. Pokud {c,} je monoténni a ¢, — ¢ € R\{0}, potom > 7 a, konverguje &
> an - ¢, konverguje.

DUKAz VETY 3.10
1. {c,} omezena, monoténni, Ic € R ¢, — ¢

§ a'n'(/'n:§ Gp (n_( +§ Qp * C
———

—0, monotdnni kon\ erguje

> a, méa omezené ¢astecné soucty (nebot konverguje dle Direchletova kritéria)

= konverguje

2. ,=“ {c,} omezend, ukdzano v bodé 1
«“ § 1 1
S (‘714>C€R\{O} :4) - GR\{O}
{-£} je monoténni, omezend
N
> ap, - ¢, konverguje = > ap,cy, - — konverguje
N

> a, konverguje.

1 n
(=1) arctg n konverguje < Z " konv erguje dle Leibniye
—_———

monoténni, limita 7

PRIKLAD 3.7 >,
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3.3 Prerovnavani rad

DEFINICE  3.10 (PREROVNANT RADY.) Rada 77 b, se nazyvd PREROVNANf RADY

n—=

> o2, an, pokud existuje zobrazeni ¢ : N — N vzajemné jednoznacéné. Pak b, = ay(n).

LEMMA 3.8 Soucet fady s nezdpornymi ¢leny se prerovnanim neméni.
DUKAZ LEMMATU 3.8 A, >0,S =37 a,, obecné S € [0;+o00) U {+o0}

b, j€ prerovnavani a,. S — limy s, =sup{Sy : N 1 s, ... neklesajici

b, je pre ne S =1 00 Sn Sy : N eN}, s, eklesajic
& . N

zvolme S < S: AN e N: Sy => " a, >

by = Ay M :=max{p~'(1),07(2),... ,p " (N)}

()}

N

M N
Zb,,, > Sas< Za,,,

n=1 n=1

= > " by > > " a,, opacnd nerovnost analogicky (pferovnani je symetrické)

DEFINICE 3.11 Pro a € R oznacéime:

a’ :=max{0,a} ... kladné ¢ast

a” :=max{0, —a} ... zdporna Cast

PRIKLAD 3.8

VETA 3.11 Necht a, € C, Y °° | a, konverguje absolutné. Necht Y > b, je pFerovnani
této fady. Potom > °° b, konverguje absolutné a ma stejny soucet.

DUKAZ VETY 3.11 Y 7 |a,| konverguje

n=

00 ) o ) 1) R S R v

Yoy lan] o Yooy lbn] = -7, by konverguje absolutné
Lemma 3.8
zbyva: > a, =Y b,
Al , + o=

1. krok: a, € R: 0 < a},a, <la,| (%)
a, = af —a,

00 o 00 + 00 — o Xta 2
Zn:l (p = Zn:l O, Zn:] (I'ZL véta 3.1
(x) = > af a > a, konverguji

00 o od + 00 - o 00 + 00 —— 00
Zn,:l n = Zn:l Qp, Zn:l an \7/ Zn:l ])IL Zn,:l /)72 o Zn:l b”

Lemma 3.8

2. krok: a, € C, a, = Re a, +i Im a, 0 < |Re a,|, |Im a,| < |a,|
= > 2 Re ay, Yo7 Im a, konverguje absolutné >~ a, = " Re a,+i Yy Im a,

n=1

iy Im b, =>b,

o > Re b+
1. krok
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O

PozNAMKA 3.12 Neabsolutné konvergentni fadu lze pferovnat tak, aby jeji soucet byl

libovolné S € R*.

PozNAMKA 3.13 TVRZEN{: Y a, konverguje neabsolutné

o0
g al = +o0
n=1
[ee]
g a, = +00
n=1

DUKAZ TVRZENT{:

o0 o0 o0
Z Un = Z at — Z a, , ma-li RHS smysl.
n=1 n=1 n=1

(lan| = lag| + la, |)

20, | Do, D n
eR € R | = | konverguje absolutné
=+4+c0| €ER | = = 400
ER |=400|= = —00
= 400 | = +00 | < | konverguje neabsolutné
PozNAMKA 3.14 ay,
e kladné; Y = 400
e ziporné; Y = —o0

e samé nuly

1. beru kladné, az do doby, nez Sy > S
2. beru zaporné, az do doby, nez Sy < S

3. opakuji 1) a 2), ob¢as prihodim nulu

Sy > S nastane: (protoze 3 at = +00)
Sy — S: > a, konverguje = a,, — 0

£ > 0 déno: nejvyse konecné |a,| < . Vypotiebuji po koneéné mnoha krocich algo-

ritmu.

VETA 3.12 (CAUCHYUV SOUCGET RAD.) Necht > a,, >.°° b, konverguji absolutné,
an, by, € C. Oznatme ¢, = Y " ¢, = (Y02 an) - (O,—ybn) a Fada vlevo konverguje

absolutné.
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DUKAZ VETY 3.12
‘ Qo aq (03]

bo (1/0[70 (1/1[70
b1 (1/0[71 (1/1[71

by

Co — (1,0[70

cl = (J,()bl + (1/1[70

c1 = a0b2 + (lel + (LQb[)

usporadam vnitrek tabulky do tady:

Zn:l d”’ 1’
dl = aobo

dQ = (Zlbo 4
ds = a1 b 9

j3 - (I1b1
a4 = Q01 16
fj}»’, = a2b0 25
: 36
dg = aon 49
N2 N-1 N—1
> dy = ( an) : bn)
n=1 n=0 n=0
N2 N-1 N-1
D ldal = [ Ian|] : [ |bn]| <
n=1 n=0 n=0
o0 o0
< [E |an|] 3 |bn|]
n=0 n=>0
=K <+
N N2
D o] £ Jda] < K < +00
n=1 n=1
N — +o0
N2 N—1 N-1
i~ (L) (So)
n=1 n=0 n=0
3= (S (0]
n=0 n=0
Z d, = Z cn, Stejna rada sectend v jiném potadi
n=1 n=1
vezmu 7y, :
7 = aobo
Y2 = apby
V3 = a1 by
V4 = apbs N
Zn 1 In = Z d
B n= (VED-(V42)
(bxob) SV en =32, Vn

N — 400

33
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(o ko) : Zn17n—zoo dy,

n=1(N+1)(N+2)
Z olen| <D n=t Nl < K < 400 (x)
[enl < 3 k=g laxl - [
(%) ... nezavisi na N, ) v, konverguje absolutné.
PRIKLAD 3.9 Definuji E(z) := > 2 & e z € C ... konverguje absolutné
r=0:E(x)=1404+0+...=1 (2° —IVxGC)
x#0:a, = fl—T o % = ... konverguje absolutné
nil ‘ = n|iC|—|1 — 0 D’Allembert
Plati:

E(x)-E(y) =E(x+y) Yo,y € C

Pouzijeme Cauchyho soucin tad:

n=0

34



Kapitola 4

Mocninné rady

POJMY V TETO KAPITOLE: Mocninnd fada, kruznice konvergence, polomér konvergence,
kruh konvergence kruhové a prstencové okoli v C, spojitost v C, derivace v C, analyticka
funkce. Véta o podilovém kritériu na urceni poloméru konvergence, odmocninové krité-
rium, derivovani ¢len po ¢lenu.

DEFINICE 4.1 (MOCNINNA RADA.) Necht a,, zy € C. Pak symbol

(1) Zan (z—z)"

nazyvame MOCNINNOU RADOU o stiedu zg.
ayp - .. koeficienty

Z... proménna

2 ... stred

UMLUVA ZNACENT 4.1 . TERMINOLOGIE:
kruznice konvergence

kruh konvergence

VETA 4.1 K fadé (1) existuje pravé jedno ¢islo R € [0; +00) tak, 7e
1. pro z € C; |z — 29| < R tada (1) konverguje absolutné.

2. pro z € C; |z — 29| > R tada (1) diverguje.

35
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(1) diverguje dle 2) pro R & (1) konverguje absolutné dle 1) pro R = spor.

Diikaz existence. Polozme R :=sup M, M := {|( — z| : (1) konverguje v z = (}

R... spliwje 2): |z — 29| > R & (1) konverguje = |z — 29| € M = R > |z — z|. SPOR.
R... spliwje 1): necht z € C déno: |z — zp| < R = (1) konverguje absolutné. (ii). vlast-
nost suprema: dx € M tak, Ze |z — 2| < z, ale z je tvaru | — z| tak, ze Y a,(¢ — 20o)
konverguje = |a,(¢ — 20)"| = 0= Fe>0:|a,|-|[( —2|" < CVn €N

ny __ n(Z—ZO)n on
|(Ln(Z—Z()) |_ an(C—zo) (C_Zo)n SC q
REAE-
T

PRIKLAD 4.1
L. Y, % ... konverguje absolutné Vz € C = R = 400, kruh konvergence = C.

2.3 2 nm-2m
z—0:>.=1+0+0+... konverguje (0° =1)
z—=x>0:(n-x)" = +oo... diverguje, R = 0... kruh konvergence je prazdna
mnozina.

B Yoy = -1y % ... konverguje neabsolutné = —1 € kruZnice
konvergence, R = 1.

VETA 4.2 (PODILOVE KRITERIUM - NA URCEN{ R.) Necht fada (1) je déna, necht

lonsil 5 5 Potom polomér konvergence Fady (1) se vypocte jako R = %, kdy vyjimecéné

lan]

klademe % = +o00.

DUKAZ VETY 4.2 Oznafme b, := |a,(z — 2)°| ... (1) konverguje absolutné < 3 b,
konverguje.
BUNO: z # % (v bodé 2z = %, konverguje absolutné vidy):

bn n ) o n n
+1:|a+1| k] :a+1'|Z—Zo|—>P‘|Z—Zo|
by, lan| - |2 — 20|™ an,
Diskuze:
(a) p=0:... (1) konverguje absolutné Vz € C = R = 400 = %
(b) p = +o0: ... (1) nekonverguje absolutné z # 2y == R =0 = %
(c) p€(0;400): ... plz—2| <1 |2—2] < % = (1) konverguje absolutné

plz— 2| >1 & |2 — 2| > % = (1) nekonverguje absolutné

-1
:>R_p O]
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VETA 4.3 (ODMOCNINOVE KRITERIUM.) Necht fada (1) je déna, necht {/|a,| — p.
Potom polomér konvergence tady (1) se vypocte jako R = %, kde % ‘= +00.

DUkAz VETY 4.3 Polozme b, = |a,(z — 20)"|, (1) ... konverguje absolutné < > b,
konverguje .

Odmocninové kritérium:

V/E - </|”N| ’

z—zZol > p-lz— 20
Uplné stejna diskuse jako u dk. véty 4.2 .
O
PRIKLAD 4.2
+oo 2m lant] 1 2 _
1 n—1nZ e mgr l=R=1
777 |2| =1, pak T = ”L ... Tada konverguje absolutné na kruznici konvergence.
+0o e nfly | — n _ 1 292 - Nale n| _ ‘
MDA, Ve = /n—1... R=1777 |z =1, pak |n-2"| =n — +0o0

Qn,
. Tada diverguje na kruznici konvergence.

DEFINICE 4.2 (PoiMYy v C - OKOL{.)

KRUHOVE OKOLI: U (2g,6) := {2 € C: |z — 2| < ¢}

PRSTENCOVE OKOL{: P (zp,¢) := {U (20,¢) {20} }

Specialné:
U (zy, +o0) =C
P (20, +00) = C\ {20}

DEFINICE 4.3 (PoiMy v C - sPOJITOST.) Funkce f(z) : U (29) = C's
v zy dle komplexni proménné, jestlize plati Ve > 0 35 > 0 : f (U (20,0)
neboli

e nazve SPOJITA

CU(f(z)¢),

|z — 20l <0 = |f(2) — f(20)| <e.

DEFINICE 4.4 (PojMmy vV C - DERIVACE.) Cislo A € C se nazve derivaci f(z) v bodé
2o dle komplexni proménné, pokud limy,_, M = A, nebo také Ve > 0 30 > 0

Vhe CO< |h|<d = M—A -
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VETA 4.4 (DERIVOVANI CLEN PO CLENU.) Necht fada (1) mé polomér R > 0. Potom
i fada

Znan(z — )" ! (2)

ma téZ polomér konvergence R a oznacime-li F'(z), resp. f(z) soucty fad (1), resp. (2)
plati F'(z) = f(z) v8ude na U (2o, R)

DUKAZ VETY 4.4 Necht R je polomér konvergence (2), R je polomér konvergence (1).
BUNO z, = 0. Oznaéme ¢, := |a,2"|, d, := |na,z""|

polomér konvergence = nejvétsi kruh s absolutni konvergenci

z €U (29, R) = (dk. véty 4.1 ): |c,| < ¢, g € (0;1).

=

- n,n n
dn-*‘an'z ';‘gc'q :

% ... konvergentni fada = R >

F(z) = a9+ a1z + ay2% + (1323 .
f(z) = ar + asz + azgz® + ... + na, 2"

F(z+h)=ag+ai(z+h)+ay(z+h)?+as(z+ h)® +

h = 0: w — f(2) = zoz an [M’g}# o nzn—'l] o
(z+h)" = Z?:O ( 7/1 ) AT = Z?:oz ( 7; ) AT 4" th 4 2
- Zn o On g% ( Zl ) ZIh"I > 2 vzdy

n—2 n i1 n—2—
. Jhn J
- Zn 2 O, Zj:() ( ] ) Z'h

n n—2
<.7'>_J(77 iy <77(77—1)< | )

n—2
F(z+h)—F(z i n—92)—q
CH-FE) _ p() <|h|22nn_1|a,,|z< )|Z|J|h|< 2)—j

(Izl+[l)"=

= Al 3025 n(n = lag|(J2] + [R])" 2 (+)
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d > 0 zvolené pevné: |z| +0 < R

S n(n — Dlag|(J2] +6)" 2 = A < +o0

(3) derivace (2), konverguje absolutné v bodé |z| + ¢
> n(n = 1)aa ()" (3)

(x) <|h|-A—=0

plati, ze f je derivaci F.

PozNAMKA 4.1 Diisledky:
Oznaéme F(2) = Y2 a,(2 — 20)" v U (20, R), kde R je polomér konvergence. Potom:

L. F(z) je spojitd na U (zp, R) (tj. mé vlastni derivaci!ll)
2. F ( ) = Zn kn(n—1)...(n—k—|—1)an(z—zo)n—k na U (2, R), Vk € Z ;

prvnich £ — 1 ¢lenti derivaci vypadne

3. FM(z) =" nn—1)...1-a,; a, = F)(z0)

n!

4. oznadim-li p(2) = C + 352 4 (5 — ) O e C... (4)

n=0 n+1

¢(z) mé polomér konvergence R

¢'(2) = F(z) nald (29, R)

PRIKLAD 4.3

1. B(z) =2 2 B(z) = S 2 — B(2)

n=0 n!" n=1 n!(n—1)!
Definujeme:
+oo ~2n
C(z) := Z(—l)” ) ... konverguje absolutné Vz € C
n=0 '
400 »2n+1
S(z) == Z(—l)”m ... konverguje absolutné Vz € C
n=0 '
, - L (2n 4+ 1)z
S'(z) = Z(—l) —— =C(z)

(2n +1)!

n=0



KAPITOLA 4. MOCNINNE RADY 40

2‘ E(iﬂ?) _ +oo in%n7 T e R, ?:Qn _ (_1)77/’ 7:271,+1 - (_1>n . 7:

n=0 n!
TZn . T271+1 . . )
3. 15 = '1—fl—m) =Y () = Y. (~1)"2", x| < 1, # € C ... mocninna fada,
R=1
+0o 2t
. _ _1\n =
o) =211
’ 1 y
o' (z) = 3o (—1;1), polozx =0
T
+oo an
In(l+2z) = —1)"-
(14 = 3
4.

+o0o
(1+x)" = Z ( : ) " V|z| <1

n=0

DEFINICE 4.5 (ANALYTICKA FUNKCE.) Funkce f(z) se nazve ANALYTICKA v bodé z, €
C, pokud f(z) = 37 a,(z — 20)" na U (20,6), kde fada vpravo mé kladny polomér
konvergence.

PRIKLAD 4.4
1. E(x),C(x),S(x),In(1 + x) jsou analytické v bodé 0.
2. E(z) je analyticka v C.
Dk: zvol 29 € C: E(2) = E(z — 20+ 20) = E(20 — Y (“7”72,0))1 Vz e C.
f(z) je analytickd v o = véta 4.4 = f(z) je spojita na U (xg, )
Vn <0 3™ (z) na U (z0,0)
napf. |z| neni v bodé 0 analytickd (neméa derivaci)

Existuji vSechny derivace v 2y = f(x) je analytickd v xg

e derivace podle komplexni proménné = ano

e derivace podle redlné proménné = ne

;T <
h(z) = {O’Q =0

1
e"z;x >0

h™(0) =0
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1
R (0) = limg_,o &= =0

xT

r'(0)

e
. %e_?— 0
' (0) = lim,_,o < =0
R =0Vn >0
spor: h(z) = :i% apz” =0 = véta 4.4 = a, = % =0

h(xz) = 0 na U(0) = SPOR

41



Kapitola 5
Obycejné diferencialni rovnice

PoOJMY V TETO KAPITOLE: Oby¢ejna diferencidlni rovnice fadu (ODR) n,linedrni dife-
rencialni rovnice, feseni rovnice, prodlouzeni feseni, vlastni prodlouzeni, maximalni feseni,
okoli bodu, Lipschitzovska funkce, autonomni DR, DR se separovanymi proménnymi, ho-
mogenni DR, Bernoulliova DR, fundamentalni systém teseni, nehomogenni DR, mnozina
nehomogennich feSeni NH. Véta o prevedeni ' = f(x,y) na integralni tvar, o lokdlni
existenci TeSeni, o lokalni jednoznacnosti, o tvaru mnoziny NH, o variaci konstant, o
partikularnim feseni ve specialnim pripadé.

Co je to diferencidlni rovnice (DR)? Je to rovnice, v niZ nezndma je funkce.

DR obsahuje:

e y ... neznama funkce, jeji proménné

e derivaci y

RAd rovnice: nejvyssi derivace v rovnici

e DR obycejné: (ODR): y = y(x), derivace jen dle z

e DR parcidlni: (PDR): y = y(x1, 2, ... , ), derivace: 24 2L Oy

Or1’ Oxa’ """ ) Or10x:0 """

DEFINICE 5.1 (ODR.) OBYCEINOU DIFERENCIALN{ ROVNICI RADU n rozumime

(1)...F(z,y,y,...,y™)=0.

DEFINICE 5.2 (LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE.) Rovnice (1) se nazve LINEARNI,
pokud F je linedrni v vyrazim y, v/, ... ,y".

42
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PRIKLAD 5.2 («) 3. fadu, nelinedrni
radu, linearni
radu, linearni

. fadu, linearnivskip 3mm

DEFINICE 5.3 (RESENT ROVNICE (1).) Necht Z C R je otevieny interval. Funkee y(r) :
T — R se nazve RESEN{ ROVNICE (1), pokud jsou splnény podminky:

a) existuji y'(z), y"(z), ... ,y™(z) vlastni viude na T.

b) plati: F (z,y(z),y'(z),... ,y™(z)) =0Vz € L.

Regenim je dvojice (y(r),Z), kde y(x) je funkce a Z je defini¢ni obor.

RIKLAD 5.3 y(z) =1,z € (0,1) je feSeni (v)
x) =1, x € (0,2) je jiné feseni (7) .

DEFINICE 5.4 (PRODLOUZEN{ RESEN{ ROVNICE (1).) Reseni (gj(x),i') rovnice (1) se
nazve PRODLOUZENT feSeni (y(x),Z), pokud plati obé podminky:

a)I DT

b) §(z) =y(z) Ve €T

DEFINICE 5.5 (VLASTNf PRODLOUZEN{.) ProdlouZeni se nazve VLASTNI, pokud i;I.

DEFINICE 5.6 (MAXIMALNT RESEN{.) Refen{ se nazve MAXIMALN{, pokud nem4 vlastni
prodlouzeni.

PozZNAMKA 5.1 ReSeni je obvykle hodné (vice).

y(r) =0, z € R
y(x) =4sinx +6cosz, v € R
y(z) = A-cosx + B -sinz, x € R,

A, B ... konstanty ...obecné reSeni

<

PRIKLAD 5.4 (f): maximalni feSeni ...

PozNAMKA 5.2 Typicky: 2y € R, Yy, Y;,...,Y, ; € R déno:
= existuje pravé 1 feSeni rovnice (1) splijici poc¢ateéni podminky:

(1(20) = Yy

y'(19) =Y,
(2) y//(J,O) -Y,

Ly (o) = Yooy

= F' je rozumna.

Déle uvazujeme rovnice tvaru

3)y = f(z,y).
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ODR ... 1. fddu, obecné nelinedrni, vyfesena viici (nejvyssi) derivaci.
CiL:
e najit vSechna maximalni feseni (3)

zdivodnit, 7ze jsou vSechna

e dle moznosti nakreslit tato reSeni

PROSTREDKY:

e véty zarucujici existenci reseni
e véty zarucujici jednoznac¢na teSeni

e explicitni metody FeSeni pro specidlni tvar f(z,y)

PozZNAMKA 5.3
f=f(z,y):R* >R

R2=RxR={[z,y]: 7 € Ry € R}
f:GCR® =R

spojitost f

DEFINICE 5.7 (OkoLi BODU.) Okoli bodu (zg,y9) € R*: § >0

U | [ro,y0],0 | :== (m0 — ;0 + ) X (Yo — §;70 + 0)
R,—/ . vl

-~

bod interval

POZNAMKA 5.4

y=y(z): I — J spojita
funkce X +— f (z,y(x)) je spojité zZ — R « j J‘( ) J 5po] o
f=flz,y): T xJ — R spojita

y) NA INTEGRALNI TVAR.) Necht f = f(x,y) je

e spojita z Z — J, necht xy € Z, yo € J. Potom

LEMMA 5.1 (PREVEDENI ¢ = f(z,y
)
f(z,y)) s poc¢ateénimi podminkou y(xo) = yp, pravé

flx
spojitd v Z x J C R?. Necht y = y(
(y(x),T) je feSeni rovnice (3) (tj. v’ =
kdyz

(4) y(z) = yo + /I f(s,y(s))ds Vz € T.

DUKAZ LEMMATU 5.1

e = Necht y(z) fesi (3), y(xo) = yo.

Méme 3/ (s) = f (s,y(s)), s € T.
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Lip,

Vi

Yo

% I
7Z predpokladi y(s) je spojitd = f (s,y(s)) spojita (dle predchozi poznamky): chci
integrovat [

—

=Yo0

/(’ y'(s) = y(x) — y(xg) = / | f(s,y(s))ds =y(x) — yo
J T < To

> plati (4)

e < Necht plati (4); = 2o = y(xo) = o

s f(s,y(s))]je spojita: ]—/77/1:_ f(s,y(s))ds =véta 2.4 = f (z,y(x)) = ().

O

VETA 5.1 (O LOKALN{ EXISTENCI RESENI.) Necht f = f(x,y) je spojitd na okoli bodu
[70, 10] € R?. Potom existuje lespoii jedno fesen{ rovnice (3) definované na n&jakém U (z)
splhujici poc¢ateéni podminku y(zg) = yo.

DUKAZ VETY 5.1 VYNECHAVAME.

Yo

Xy ]

DEFINICE 5.8 (LIPSCHITZOVSKA FUNKCE.) Funkce f = f(z,y) je na mnoziné G C R?
LIPSCHITZOVSKA viiéi proménné y, pokud 3L > 0 tak, ze V[z,y1] € G & V[, y»] € G plati

|f($,y1)—f(x,y2)| S£|y1_y2|' (Llpy)

VETA 5.2 (O LOKALN{ JEDNOZNACNOSTI.) Necht f = f(z,y) spliuje (Lip,) na néjakém
okoli bodu [zg, yo] € R. Pak pro d > 0 dost malé existuje nejvyse jedno feseni definované
na U (xg,9) tak, ze y(xo) = yo.
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DUkAz VETY 5.2 Necht y, 7 jsou FeSeni (3) splhwjici y(xg) = §(z0) = yo. Zvolme § > 0
tak, ze § - £ < 5. Pak y = § na U (z0,) N D(y) N D(g).
J(@) = o+ [7 £ (5,y(s)) ds

Lemma 5.1 : ~

g(x) =yo+ [, f(s,9(s))ds

. odec¢tu od sebe

\ v
00 v

[Lipy[<ly(s)—g(s)[-£

y(x) —g(z) = / " (5.9(9) — £ (s.3(5))]ds

Oznacim: w(zx) := |y(x) — y(z)| . Plati w(z) < L - fa:) w(s)ds.

Oznacme A = SUp,cip, 84,15 w(x). Nochﬁ A > 0. Pak 32y € [2g — $;m9 + 2] tak, ze
A =w(z,). Potom ale A =w(z,) < L- [ w(s)ds < L- Aoy — x| < L g.4<4
Spor s tim, ze A > 0. Z toho plyne, ze w(x) = 0 na [zy — $; 29 + 3].

PRIKLAD 5.5 Co vim, aniz bych Fesil rovnici?

y = f(z,y), 2 =30 y(20) = [ (w0 y(w0) o
Pokud se v bodé dvé funkce dotykaji, maji stejnou derivaci.

PRIKLAD 5.6y’ =1—y?/&

dzx

yll - (1 o y2>’ — —2 . yl — —2y(1 - Z/Z)

Konkdvni

Roste

Konvexni

Y=-1
IKIesd

(Llpy) |f($;y1) - f(x7y2)| S ['|y1 - y2|

POzZNAMKA 5.5

- je splnéna, napft. je-li
g—g(x, y) je omezend na U ([xg, yo]), coZ je napf. tehdy, je-li g—; spojita v daném bodé.
x ... pevné: g(y) = f(x,y):
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J(y) = % f(x,y) ... definice parcialni derivace
Pokud |¢'(y)| < C ... omezena g(y1) — g(y2) = ¢'(n) - (y1 — y2) ... Lagrange
l9(y1) — 9(y2)| < C - |y1 — | ... [Lip] s L =C.

5.0 Zakladni typy rovnic a jak je resit

5.0.0 v = f(z)

(0) y' = f(x)
ytesi (0)vZ < yjeP.F. k f(z)vZT
PODMINKA:y () = yo urci feseni jednoznacéné.

5.0.1 ' = f(y) - autonomni
(1) ¥ = f(y) ... autonomni

(y,T) fesi (1) = (§,7) je té7 fedeni, kde T = {x —c : 2 € T} & §(z) == y(z + ¢), ¢
libovolné.

PRIKLAD 5.7 9y =1 — ¢?
5.0.2 3 =g(y)- f(x) - se separovanymi proménnymi

(2) ¥ =g(y) - f(x) ... rovnice se separovanymi proménnymi, zahrnuje (0) i (1)
POSTUP RESEN{:

1. g(yo) =0 = y(x) = yo, v € R je FeSeni
PREDPOKLADY: Z, 7 ... oteviené intervaly
f(x) €C(Z) ... spojitd v T
g(y) € C(J), nenulové ... stéle stejné znaménko
Necht y(z) : T — T je TeSeni (2).

V=9 fx)... g#c =glyx)- fz))
t5 = f(x). Necht F'(z) = f(z) v a G'(y) =
Pak [G (y(2))] = [F(2)]' v T.

(y(x)) = F(x) + ¢ v Z pro vhodné ¢ € R.

(y) je prosté.

(z) = G~ (F(x) + ) (%)

Postup lze obratit:

y(z) dané, (x) je feseni (2)

PozoR: y(z) € J, F(x)+c € G(J)

g(ly) v J existuji!!!

s QR mse

PRIKLAD 5.8 y' = 2./]y
a) y = 0 je feSeni
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b) J = (—00,0) y(x) : T — (—00,0) ... v =2\/—y
J = (0;400)
y' o o dy
2 /—!/ = ]//—TJ{
dy "
5/ =dz/ J
—/—y=x+c, v € (—00,—0)
vV—y=—(x+c¢c)
—y = (z+c)?
y=—(z+c)?
(z+ )%z < —c
y(x) =
y(@) {(),Jﬁ > —c
resi rovnici v R. Rovnice splnéna v R\ {—c¢}. Rovnice plati vz = —¢; = ... bod nalepeni
. —(z+e)tx < —c
y(r) =49 )
0,2 > —c

5(0) = 2/[5(0)] ... D.CV. |
D.CV.:y(z) : T — (0;+00) = y(z) = (x4 ¢)*, x> —c¢

Maximalni reSeni

=~

du[) ly|] = ﬁ -sgn (y) pro y # 0 ... spojité ve vSech bodech [z , kde yo # 0,

Xo € R
Jakmile se feSeni odlepi od osy, je urceno jednoznacné.
najdu: ¢ € R, aby yo = (79 +¢)? a y = (v + ¢)?

5.0.3 ¢ +a(z)y =b(x) - obecna linearni 1. fadu

(3) ¥ +a(zr)y =b(x) ... obecnd linearni 1. Fadu, feSend vici derivaci
POSTUP RESEN{:

1. najdeme A(z) = [a(z)dz

2. nasob (3) funkei exp(A(x)) ... integracni faktor
y'exp(A) +y-a-exp(A) =b-exp(A)
(y exp(A))’ = bexp(A)

yexp(A fbexp A)dz + ¢
y—exp ) [b-exp(A)dz + ¢
B o , 0; 400
PRIKLAD 5.9 a2y —y =223/ % (05 4c0)
" | (—o0;0)
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=2z
=1’ +c
j =23+ cr;c€R ... Plati prox # 0
v bodé z = 0: y(0) = 0 ... rovnice plati.
y

y
T

%IQ/\

Prevedme do tvaru (3):

. 203 +y
Yy =

C

neni spojitd v zadném bodé [0, y] = proto vSechna feSeni prochézi bodem [0, 0] =
nejednoznacnost v [0, 0]
Necht (%) (viz obrazek) je jiné feSeni. Paktoto feSeni existuje i v misté, kde uz

) 3 cel s
predtim bylo jednoznac¢né: v bodech, kde = # 0 je @ (”%) spojita

5.0.4 ¢ = f(z,y) - homogenni

(4) rovnice homogenni: y' = f(z,y), kde f(Az, \y) = f(z,y) VA ER
Napf.: z* y = y(2® + y?)
y/ _y :vz+y
POSTUP RESEN{: substituci:
y(x) = x - z(x), kde z(x) je novd neznamé funkce; POZOR na z = 0!!!
= zta o= fraz) = [(1,2)
x2 = f(l,z)—z ... separované rovnice
PRIKLAD 5.10 y*-y = J(73 +y3)y=x-2
(2 + x2) = z2(2® + 2323)
z+ w2 = z2(1+ 2%)
x2 = z* ... 2=0 je feseni
= y = 0 je TeSeni
a) hledame: z > 0; 2(x) : T — (0;+00), 0 ¢ T

2 1

A*

z
—3 3 =Inlz|+c:In|z|+c<0=In|z| < —c = |z| < exp(—c)

27% = =3(In|z| + ¢)
P —1 - __a—C. . ‘M. ~—C
z = m? € (—e %0), z € (0;e9
—T . __a—C1.
3/3(ci+In|z|)’ T € ( : ,O)
J(z) =<0,z=0
—T T € (0q 07(12)

N 3(ca+In |z|) ’
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. v nule maji stejnou derivaci.

5.0.5 ¢ +a(z)y =b(z)y® - Bernoulliova

5) Bernoulliova rovnice: y' + a(x)y = b(x)y®, a # 0; 1 (jinak linedrni rovnice)

a)y = OJe feseni v R
b) z =y 2 = (1 —a)y - y'; ndsobime (1 — ) -y *
(1—a) g™ ¢ +(1—0a) -y -alz) = (1 - a) - b(x)

2+ (1 —aa(x)z = (1 —a)b(x)
= linedrni rovnice: typ (3) (viz Vyse)

PRIKLAD 5.11 ¢ —ay=—Le ™y’ a =3
=yl =

7 = —2//‘3!/

S 2z =e", | 2rde = z?, integracni faktor e’
Jet 4 ety = (ze”) =1

0% =1+ ¢, c ddno: x € (—c; 4+00)

r=e P (rto)=h=y=—7=E— 1>

Y

y=0,reR

5.0.6 ap(2)y™ + ai(x)y™ Y + ... + a,(r)y = b(z) - obecné linedrni
ODR radu n

(6) obecné linedrnf ODR fadu n: ag(z)y™ + ai (x)y™ Y + ...+ a,(2)y = b(x) (1)
UMLUVA ZNACENT 5.1 . T je otevieny interval:

C(Z)={f(x):T - R... spojité}

EeN:CW(IT)={f(x): T =R f(x)... f'(2),... [®)(z) spojité v T}

COO(I> - UkGchOI

Predpoklady P rovnice (1):

ao(x),al(:r),... an(z),b(x) € C(T)
ap(x) #0naZ

Linearni operator (tj. zobrazeni)
L:C"I)— C(T)

y(z) = ag(@)y™(x) + ar(2)y™ D (2) + ... + an(2)y(x) = Y p_y ax(z)y™ () je linearni
za predpokladi P.

Tj. LA -yl = A L[y]
Lly + 9] = Lly] + L[y]

y,z?GC”( )t Lly+g) = S0 ar(y+9) "™ = 30 ar(y" P50 H) = S0y P+

koo ar§" M) = Lly] + L[j]
rovnici (1) lze psat L]y] = b

VETA 5.3 Necht Z C R je otevieny inerval a plati predpokladyP. Necht z, € Z,
Yy, .., Yu_1 € R Pak existuje pravé jedno feSeni rovnice (1) spliiujici pocateéni pod-
minky y(zo) = Yo, ¥ (z0) = Vi, ..., y® D(z0) = Y,,_1 s definiénim oborem Z.
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DUKAZ VETY 5.3 Pozdéji.

PoOzZNAMKA 5.6 n-tého Fadu < n pocateénich podminek
existuje globalni feseni: typické pro ODR
x nelinearm rovnice: i = 3%, y(0) =1

-1

5) 1= () = 7
=c—z,y0)=1=c=1
reseni nelze protdhnout za x = 1 doprava

c@p..A

Lly] = 0... homogenni feSeni
Lyl=0b...b#0naZ

VETA 5.4 Mnozina vSech feSeni homogenni rovnice L[y] = 0 za predpokladi P tvori
n-dimenzionalni podprostor v C"(Z).

DUKAzZ VETY 5.4 H(L) = { vSechna feSeni L[y] = 0, tj. rovnice (1)} 1) H(L) C C™(Z)
y € H(L) je feseni = Iy (z),y"(z),... ,y™(z) vlastni v Z.

= y(2),y'(z),...,y™ Y(z) spojité v T = y € C" ()

Lly) = 0 = y™(z) = — |28y () + 28y 0-2)(g) 4 4 22y (p)

H(L)={y G C™(Z) : Lly] = 0} = KerL, jadro je vzdy linearni prostor.

dim H(L) =

zvol g € T pevne Necht funkce {wg(x)}}_; z C*(Z) fesi L]y] = 0 s pocateénimi podmin-

kami w,E, )(xo)— ik, LE=1,...,n

wi(xg) =1 wa(xg) =0 wn( 0) =0
wi(xg) =1 wh(zg) =0 wh(zo) =0
wgn_l) =1 wgn_l)(mo) =0 ... w%n_l)(mo) =0

existenci wy(z) zajistuje Véta 5.3 . wy tvoii bazi H(L):
n

{wy} jsou linedrné nezavislé: g wp(x) =0vZI = ¢, =0
k=1

konstanta funkce z

~(l—1 n e - (1
l=1,...,n y( )(.770) =Y, 5% () -wl(cl 1)(.7:0) = =1 (x0)
—_————

=0k
y a g maji stejné pocatecni podminky v zg
= g=gvZ(véta’3 = jednoznafnost feseni)
dim H(L) =
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O
JINY POHLED: ¢ : H(L) — R”
Y )
I
- /(o)
xo € L pevné y — ,
y\' -l )
@ je izomorfismus prostort (tj. linearni, vzajemné jednoznacné zobrazeni).
O

UMLUVA 7ZNACGENT 5.2 . Libovolna baze prostoru H(L) se nazjvid FUNDAMENTALN{
SYSTEM RESEN{ rovnice L[y] = 0.

PRIKLAD 5.12

1. ¥"+y=0F.S. {cosz,sinz}

2. y® =0FS. {1,722 2% 2%}

Specidlni pfipad: konstantni koeficienty ag, ... ,a, € R (C), ay # 0

(agy™(x) + ... + apy(z) = 0) - homogenni

feseni m4 tvar y(z) = e*®, A € R (C)

[A7]) = e = L[] = 7 ap A" Fer = A p(N) | kde p(\) = Yp_ apAm L
—~
polynom

charakteristicky polynom

L[eX] = eXp())

Je-li Ay € R koten p(\) = e*% € H(L)

Myoooy Ay €C M e

—_——

moznosti pro F.S.
Obtize: vicenasobné koteny: \; € C (komplexni kofeny)
Ao € C je k-ndsobny koten p(\):
p(A) = (A = Xo)*a(N)

p(Ao)
neboli :
p(kfl)()\o)
d
L[e*) = e)‘zp(x)/a komplexni derivace
d Az _ Az Azt
d d
_L)\:c: :L_)\:UZL Az
L) = (+) = L[5 = Dfre™]
Lze] = & wp(N) +7'(N) ]
—_———

je-li alespon 2-nasobny koten, tak pro A = Ag je to 0

= e ¢ H(L)
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OBECNE: derivuji [-krat podle ), [ < k.
Llzle*) =er L. ]
linearni kombinace p(\),p’(A), ... ,p(N)

=0pro A=\

JINY POHLED: F.S.: e’¢(x)(A — Xg)¥ = 0 i po [ derivacich, [ < k

ZAVER:
Ao je k-nasobny koten p())
= 2007 gt gletT  ghTletor

S

-~

c€H(L)

Komplexni A:
p(A\) méa koeficienty € R

Je-li \g = a + i3, pak \g = o — i3 je také kofen.
erot — alatiflr — qox [cos x + i sin ]
et — gla—if)z — qaz [cos & — isin z]

L ma redlné koeficienty: Re {L[y]} = L[Re y]
DUSLEDEK: y € H(L) = Re y,Im y € H(L)

(*)

, e cosfx ,
(%) nahradim 0o sin Bz 7 % = Re +iIm
11
VETA 5.5 Necht L[y] je homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty. Necht Ay,... , A, €
C jsou vsechny koteny charakteristického polynomu p()\) = agA™ + a1 A" + ... + a,\’ s
nasobnostmi kq, ..., k.. Potom F.S. vznikne jako:
N\ € R:ehT getim o ghitlehio
)\j,)\_jEC,)\j :OZ—FﬂZ
e cos B, 16T cos Bz, . .. ,xF e cos fr
e gin B, £e*% sin Bz, . . . , 2% 71e®® sin Bx.

PRIKLAD 5.13

Loy 44y =0... p(A) = A2 +4, A = +2
F.S.: {e?® e~ 2w}

F.S.: {cos(2x),sin(2z)}

2.y =0:p(A) =M, A =0
F.S.: {GUI~ ;re“"ﬂ (l.ZeU,:'ﬁ ' J}e
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DUKAZ VETY 5.5

() SLfM] = L[5
%L[o)‘m] = % s <%>”—k [e?] = Z ... (linearita derivace)
k=0
M = Z;’io (Aﬁ)j ... konvergentni v C, mocninna fada vuci \;z, derivuji ¢len po ¢lenu
LA (zmAl) = %f—z(m’"/\‘) ... D.CV.

Ziskané funkce jsou linearné nezavislé:
LEMMA: )\ # 0, p(z)polynom stupné k. Potom [p(x)e**] = p(x)e*® ... derivace dle z,
kde st p(z) = st p(x).
DUKAZ LEMMATU: [p(x)e*?] = | p'(z) + Aop(z) Jero®
—_—

stupei p(x), nejvyssi ¢len nemiize vypadnout

OJ

LEMMA 5.2 Necht Ay, ...\, jsou riizna ¢isla v C. Necht py(z), ... ,p.(z) jsou polynomy.
Potom je-li Y7, pj(x)ed*® =0 v Z, (%)
pak p;(z) =0v .

DUKAZ LEMMATU 5.2 (indukei podle r): r = 1: py(x)eMz = 0
pi(x) =0 q.e.d. (quot errat demonstratum = coz bylo ukézat)
indukéni krok: r = r+1
r . — -
> D)+ praa () =0 /e
S ()™ 4 g (2) = 0
derivuji, az p,,1(z) bude 0.
dle Lemmatu: 7, p; (z)el T=0,stp=-stp
indukéni predpoklad: p, =0 =p; =0,57=1,...,r
dle ptipadu r =1: p,.1 =0

Aj—X)

PRIKLAD 5.14 . ‘
Y@ + 4y + 8y + 8y + 4y = 0

PA) = A%+ 4X° + 8X + 8A% + 407 = N°[A* 4+ 4X° + 8A” + 8A + 4] = N[\* + 2) + 2

A = 0 dvojnasobny: {1, z}
AN 4+2\+2=0= )= —141 dvojnasobné: {e™*cosz,re % cosx} a {e *sinx, re *sinx}
F.S.: {l,z,e " cosx,xe " cosz,e “sinx,re " sinx}

PozNAMKA 5.7 Diisledek Lemmatu 5.2 : Funkce z véty 5.5 jsou linearné nezavislé, jejich
libovoln4 linedrni kombinace je # 0. Je-li = 0 = p; = 0 = trividlni linedrni kombinace.

5.0.7 L[y] = b, b # 0 - nehomogenni

DEFINICE 5.9 (MNOZINA NEHOMOGENNICH RESENT.)

NH(L,b) ={y: L[y] = b}.
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VETA 5.6 (TVvAR MNOZINY NH.) Necht plati pfedpoklady P a necht b(z) € C(Z).
Potom NH(L,b) = {y, +y:y € H(L)}, kde y, (partikularni feseni) je libovolny pevné
zvoleny prvek NH(L,b).

DUKAZ VETY 5.6 z, € NH(L,b) pevné.

2: Ly, +yl = Llyp] + LIyl = b
>

C: necht g, € NH(L,b)
l:[f/p - ]/p] — L[if/p] - [Z/p] =b—-b=0
,l[p —Yp =Y € H(L)

Yo = Yp +y

OJ

VETA 5.7 (VARIACE KONSTANT.) Necht plati P a necht b(z) € C(Z), necht w; . ,(z)
je libovolny F.S. rovnice L[y] = 0. Nech+t funkce ¢i(z),... ,c,(x) € C'(Z) fesi soustavu

rovnic: .
Z] 1 ¢ (@)w;(z) =0
> i C(@)wy(x) =0
S @) (@) =0
Maticové:
wy Wa W, | 0
wy wy wy, c
) ) = : platiVex € 7
wgn—l) gn—l) U)7(zn_1) C;; %
D

Potom funkce

fesi rovnici L[y] = b.

DUKAZ VETY 5.7

n n
" / ! n
Yy = E C;W; + E CjW;
j=1 j=1

=0
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k=0 k=0 PR
5=0...(+) ’
n n n n
(%)...8 = Z Zakcjw](." =37 Zakwj("*k) =0
k=0 j—1 =1 k=0
Llwj]

PRIKLAD 5.15

L y"+y= 1+cosm ... charakteristicky polynom: p(A\) = A +1 = X\ = +i
F.S.: {cosz,sinz}

Yp = c1(x) cosx + co() cos

soustava:

ci(x)cosz + cy(x)sine =0 /- cos:c

—ci(x)sinz 4 ¢y(z) cosw = 11— /- —sinz
/ — sinx
€+ 0= 14cosx

¢ =— [ 2L dy = —1In |1 + cos |

1+4cosz

v €Ty = (—7 + 2km; 7 + 2km)

/ _ __cosxz , ./ _ __ _cosz
Co = sin z 1(1‘) 1+cos x 1
cosz+1-—1 cosz+1 IS x
f 1+cosx dSC o f 1+cosxd / 1 —|—COS{L‘dx = tg 2
————
t=tg 3

Yp = (—1In |l + cosz|) cosz + <tg g —x) sinz
Yobecns = (A — In |1 + coszx|) cosz + (B +tg g — SI?) sinz, x € I,

kde A a B je pri¢tené feSeni homogenni ulohy.

2. 9" +y" =ze ™ ... p(A) = X+ X2 = XA+ 1) = X\ =0 dvojnisobny, A = —
jednoduchy
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F.S.:{e " 1,2}
Yp =c1(x) - 1+ co(x) -z +c3(x) - e7®
Alx)-1+d(x) x4+ d(x)-e®=0
ci(x) -0+ cy(x) - 1+dy(x) - (—e™) =0
Alx) - 0+ch(x) 0+ c4(x) e =x-e"
() ==z
ch(x)=x-e"
d(r)=—-a? e —x. e
c3(x) 17)
() =—(1+2z)-e7"
ci(z) = (x> +2x+2)-e*+ (1+x)-eC=e2 (2% + 3z +3)
2
Yobocne = € Z(22 + 32 +34) - 1+ [B— (1+1) e -2+ [C + %] et

PozNAMKA 5.8 Matice (wjg) je reguldrni Vo € 7.
2 ukoly metody:

1. zinvertovat matici = ¢

2. zinvertovat ¢}

VETA 5.8 (PARTIKULARNI RESEN{ - SPECIALNI PRIPAD.) Je-li L[y] = b rovnice s kon-
stantnimi koeficienty, potom:

e a) pokud b(z) = z°e** X\ € R, s > 0 celé, pak existuje partikuldrni feSeni ve tvaru
yp = l‘kp(x)e/\xa

kde P(x) je polynom stupné s a k tika, kolikandsobnym kofenem charakteristického
polynomu takové A je. (Kdyz A neni kofenem charakteristického polynomu, k& = 0.)

e b) pokud b(x) = 2°e*” cos Sz, nebo z*e* sin fx, kde o, 5 € R a s > 0 celé, potom
existuje partikularni feseni ve tvaru

yp = 2" P(2)e™ [P, () cos Bz + Py(z) sin ],
kde Py(x) a P»(x) jsou polynomy stupné s a k je nasobnost ¢isla (a+i3) jako kofene

charakteristického polynomu. Neni-li («+i(3) kofenem charakteristického polynomu,
je k=0.

DUkAZ VETY 5.8 NEPROVADIME.

O

PRIKLAD 5.16 3" +2y' +3y =sinz ... piipad b): s =0,a =0, 3 =1, k =0 = i neni
kofenem p(A) .
p(A) = A2 +2)1+3
Véta 5.8 : _
Y, = Pi(x) cosx + Py(x)sinx
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st Pi(x), Py(z) = 0 — konstanta

yp = Acosz + Bsinx
dosadit: Yy, = —Asinz + Bcosx
y, = —Acosx — Bsinx

A BeR

—Acosx — Bsinz —2Asinx +2Bcosx +3Acosx +3Bsing = sinx

Porovnani koeficienti (mizu to udélat, sinz a cosx jsou nezavislé funkce)

(—A+2B+3A)cosz =0=B=—-A

(-B —2A +3B)sinx = lsinz

1 1
B=- A=—-
4’ 4
L .
Yp = Z(smaj — coS )

A+1)2+2=0=A=-14+iV/2
F.S.: {e7® cosv/2x,e 7 sin 27}

1 1

Yobecns = — SIN T — Zcosx +e ?[K; cos Vor + K5 sin \/5”5] Ki,Ky,eR

4

58



Kapitola X

Spocetné mnoziny a mohutnost

PoJMY V TETO KAPITOLE: Spocetnd mnoZina, kartézsky soucin, vyéislitelné ¢islo, stejné
mohutnost, mensi nebo rovna mohutnost, ostie mensi mohutnost, poten¢ni mnozina. Véta
Cantorova (2x).

DEFINICE X.1 (SPOCETNA MNOZINA.) Mnozina A se nazve SPOCETNA, pokud
existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni ¢ mezi mnozinou N prirozenych cisel a A.

PrikLAD X.1

1. mnozina N

2. mnozina S vSech sudych ¢isel je spocetna:
> 2n
N }/”A“q;
3. mnozina Z ceLych ¢isel je spocetna: B
z _— ) 9
4 — 1 U I N — I N 4 T Ly }
1 2 3 4 5

poh
PozoroVANT X.1 Je-li A spocetnd a existuje-li vzajemné jednoznacné zobrazeni ¥ : 4 —
B, pak B je také spocetna.
PozorovANT X.2 Je-li A spocetnd, B C A je nekonecnd, potom B je spocetna.
A ={ay,as,a3,a4,...}
B ={as,a10,as2,...} = {by, by, b3,...}
DEFINICE X.2 (KARTEZSKY SOUCIN MNOZIN A A B.)

AxB={ (a,b) :acAbeB)
~——

dvojice prvki

29
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VETA X.1 Jsou-li A, B spocetné, je A x B spocetna.

DUkAz VETY X.1 A, Bspocetné: A= {a;,i € N}; B={b;,j € N}
A x B = {(a;,b;) : i,j € N}
(ay,b)

(a1,b2), (b2, a1)

(as,b1), (az,by), (a1, bs)

PRIKLAD X.2 Mnozina Q vSech raciondlnich ¢isel je spocetné.
M= {(pa Q) ‘pE Za qE€ N7p> q IleSOlldéhlE,l}
M C Z x N spocetna dle Véty X.1 . M je nekoneéna (Pozorovani X.2 ) = M je
spocetnd
spocetna.

UV M- Q

(p,q) —

SIS

VETA X.2 (CANTOROVA VETA.) Interval Z = (0;1) je nespocetny.

DUKAZ VETY X.2 SPOREM: (CANTOROVA DIAGONALNI METODA).
Necht xy,x,... vyCerpa T.
X, = 0.xjzia? ...
Xy = 0.2dz2ad .
obecné 7{ je j-ta castice v X;
Definujme 2y € Z takto: Xo = zjzdzd ..., kde

. ] 1, pokud z! #1
T .
! 2, pokud z} =1

Disledek: x¢ # x; Vn € N (lisi se na i-té pozici) = SPOR
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PozNAMKA X.1 DUSLEDEK: R je nespocetna.

() =1 (1 + ﬁ(U) zobrazeni R — (0,1) d.cv.

spor: R spocetna = (0, 1) spocetny (Pozorovani X.1 ).
PozNAMKA X.2 DUSLEDEK: Existuji imagindrni ¢isla.

LEMMA X.1 Necht A je konetna neprazdnid mnozina. Pak mnoZina £ viech konetnych
posloupnosti prvki z A je spocetna.

DUKAZ LEMMATU X.1 A ma N prvku:

l. vSechny 1-pismenné ... N

2. vSechny 2-pismenné ... N?

PozNAMKA X.3 DUSLEDEK: Mnozina v8ech literarnich dél je spocetna.
A = abeceda + interpunkce

DEerFINICE  X.3 (VYCfsuiTeLNE ¢fsno.) Cislo 2 € R se nazve VYCISLITELNE, pokud
existuje algoritmus, ktery pro dané n € N vypocte x na n platnych cislic.

PrikLaD X.3 jsou vycislitelna - déleni se zbytkem
J ) )

+oo 1

€= 2 k=0%

In2=1—=2+ 32—

W=
NP

1
2
LEMMA X.2 Mnozina vSech vy¢islitelnych ¢isel je spocetna.

DEFINICE X.4 (STEJNA MOHUTNOST.) Rekneme, 7e A a B maji STEINOU MOHUTNOST,
pokud existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi A a B, znacime

A~ B.

DEFINICE X.5 (MENSf NEBO ROVNA MOHUTNOST.) Rekneme, Ze mohutnost A je MENSf
NEBO ROVNA mohutnosti B, pokud existuje prosté zobrazeni ¢ : A — B (ne nutné ,na*),

znacime
A < B.
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DEFINICE X.6 (OSTRE MENS{ MOHUTNOST.) Pokud A < B a neplati A ~ B, pak
fikdme, Ze mohutnost A je OSTRE MENS{ nez mohutnost B, znacime

A=< B.

PrikLAD X4

1. N~ Z ~ Q, obecné spocetné mnoziny A ~ B.
2. N<R

3. R~ (0,1)

4. lze ukdzat: {f(z): R - R} = R

{f(z): R — R spojité } = R
PozNAMKA X.4 PROBLEM: (Cantor 1878: hypotéza kontinua)

Je-li M C R nekonec¢né, pak bud M ~ N nebo M =~ R.

JINAK: Neexistuje M C R nekone¢né, aby N < M <R
1938: nelze ,vyvratit®
1963: nelze ,,dokazat*

DEFINICE X.7 (POTENCN{ MNOZINA.)

P(A) :={M : M C A}

PrikLAD X.5

P({a,b}) = {2,{a,b},{a}, {b}}

VETA X.3 (CANTOROVA VETA.) Pro kaZdou mnoZinu A je A < P(A).

DUKAZ VETY X.3 SPOREM:

¢: A< P(A) vzijemné jednoznacné.
M:={aeAad $(A)}
MCA=>MeP(A):TIme A: p(m) = M.
, {m EM=m¢qp(m)=M... spor
m g M =m € p(m)=M... spor



Kapitola 6

Funkce vice proménnych

PoJMY V TETO KAPITOLE: Norma, normovany prostor, okoli bodu, kruhové okoli,
prstencové okoli, limita posloupnosti, limita funkce, spojitost, derivace ve sméru, derivace
ve sméru pro vektorovou funkci, parcidlni derivace, Jakobiho matice, gradient, totalni
diferencial, okoli a limita v nekonec¢nu, parcidlni derivace vyssich radi, diferencial 2. radu,
Hessova matice. Heineho véta, vztah limity a spojitosti, véta o stfedni hodnoté, véta o
zdménnosti parcidlnich derivaci, véta o vztahu D?F a HF.

DEFINICE 6.1 (NORMOVANY PROSTOR.) Necht X je vektorovy prostor nad R.
Zobrazeni || - || : X — R se nazve NORMA, pokud

o (N1) [|z]] > 0V € X; |jz]| =0 & 2 =0
o (N2) [[Az[| =[A] - [|lz]| VAER, z € X

o (N3) llz+yll < |l=|[ + [ly|| (A-nerovnost)

Dvojice (X,]|-]|) se nazyvdi NORMOVANY PROSTOR.
PRIKLAD 6.1

L (R[] -1])

2. (G| - 1), 12| = V/(Re 2)? + (Im z)?

. RV = {Z=(21,...,7p) :m €ERi=1,..., )

PozNAMKA 6.1 T je vektor, takto ho budu znacit.

DEFINICE 6.2 (NORMY.)

(@) [ =20 |walsi =1,

(B)  [17]]2 := /b(, ) = /3o afii=1,...,p

63
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() [[7lloo := max{laf;i = 1,..., p}

PRIKLAD 6.2 Jsou to normy?

e (N1)... snadné

[ ] (NZ) ce pl'() (l ||/\ _»||l — é’,l |/\l,| = |/\| . éjfl |I,| = |/\| . ||?||l
pro (), (y) .. D CV.

o (N3) . pro (@): 7= (01,0, 7= (41, 10)
T+ 7l = 2 il < 2 ad + Tl) = 21 + (1
pro (3) pozd({]l pro (y) ... D. (\

DEFINICE 6.3 (OkoLf BoDU.) Necht (X, || -]|) je normovany prostor. 5 € X, ¢ > 0.

Potom definujeme
KRUHOVE OKOLI:

U (1y,e) = Uy (xg,2) :={T € X : ||T— x| < e}
PRSTENCOVE OKOLI:

P (10,¢) = U (40, e) \{a0} = {T € X: 0 < [|7 = %|| < e}

PT’IKLAD_}O X =R
pro (a): || ||l—|ll|+|1)|<]

i 2 4 .,1,,2 <1

pro (B): ||Z]]2 =

pro (7): ||Z||ec = max{|x1], |22} < 1

DEFINICE 6.4 (LIMITA POSLOUPNOSTI.) Necht (X, || - ||) je normovany prostor. g, Z;, €
X. Potom %, — 2 neboli

lim 2, = 2y < Ve > 03ng € N:n > ng = 25, € Uy (20, ¢)

n—o0

neboli . .
||z, — @p]| — 0.
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PozNAMKA 6.2 Konvergence v RP nezélezi na tom, kterou z norem («), (), (7) zvolim.
Diikaz: Necht |x;| = max{|z; :i=1,...,p|} (¥ € R’ dan.)

Potom
p P
lz;] = /a7 < E z? < E x5 < VPl
~~~ i—1 = ‘ ——"
=[1Z]loo <VP-|#|so
<|1l>

|Z]|s0 a ||Z]]2 jsou ekvivalentni ohledné definice konvergence.
OBECNE PLATI: V R? jsou v8echny normy ekvivalentni (vedou ke stejné konvergenci).

DEFINICE 6.5 (LIMITA FUNKCE.) Necht (X, ||-[]), (I,]]-]|) jsou normované prostory.
Necht F(z) : X — Y je definovana na jistém okoli 23 € X'. Potom

lim F(x) =y(eY) & Ve >030>0: F(Px (20,0)) C Uy (y,2)

T—20

nebo také
Ve >030>0:0< |70 — Zl|x <= ||[F(Z) —wlly <e.

VETA (HEINEHO VETA.) Necht F'(z), (X,]]-1]), (I, ]|-]]) jsou jako v definici. Potom
je ekvivalentni

1. limj_m-b F(f) == y-())
2. Pro kazdou posloupnost {;,} spliujici

o (a) 2;,% 7
e (b) @, # 15 Vn

plati, ze F'(17,)%s 1jp.

DUKAZ VETY POZDEJI.

PozNAMKA 6.3 V RP preferujeme || - || - tj. normu () - EUKLEIDOVSKOU.

PRIKLAD 6.4

. In(14+224+y2) _ q:
L. 1lim(z,g)- (0,0 T 221y limz,4)-5(0,0)

(z,9) = (0,0) ... 0 < [[(Z,)]]2—0

1
(In,,« ]/n) — <()~ _>
n

(@D _ ¢
@B

5 1:. Ty
2. limz ) (0,0) z2+y2
Zkusme:
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l
:02+ =0 pro n — oo

Heine: hmlta (pokud existuje) je 0

néco jiného:
11
(l‘nayn) _ <E7 E)
)+

= hmlta neexistuje (F: R? — R)
Pouziti obecné posloupnosti:

slh‘
ﬁl'—‘

%pron—>oo

5 Ty rfl COS oy, Sin y, _
im = = €08, sin
(2.)-(0.0) 72 + y? r e

= limita neexistuje

(Zn,yn) = (0,%) = lim — 0
(Tnyyn) = (% L) = lim — 0
OBECNY SMER: (Zn, ys) = (2,2), (a,b) # (0,0);

= lim— 0

Limita v kazdém sméru je 0. To ale neznamend, 7ze limita je O!!!

PROTIPRIKLAD:
Ly=a?
F(z,y) = )
0,y #x
Y]
1 0
1 ]
X
0
1

lim(x »—0,0) F(2,y) neexistuje
lim(g,)(0,0) F(2,2)=0... (a,b) # (0,0) pevny vektor
OBECNA POSLOUPNOST:

(xn,yn (SO 0) = uzij polarni soufadnice!!!
rp > O Vn; r, — 0
{¢n} libovolna

(@0, Yn)ll2 = 7
HEINE: = limita je 0.

3 2
Tn‘ cos ‘pn|'51n Pn
=0

PozNAMKA 6.4 (Konvergence po soufadnicich v RP.)
Necht zg = (21,...,2p) E R a2y, = (27,... ,2) € RP, kde " je horni index!
Plati 2, — 5 neboli |2, — 2p]|cokoti — 0 pron — oo <z — x;pron oo Vi=1,...,p
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DEFINICE 6.6 (SPOJITOST.) Necht F(Z) : X — Y, kde (X, |- ]]), (V.|| - ||) jsou normo-
vané prostory. Pak F'(x) je SPOJITA v 2y € X, pravé kdyz
Ve>030>0: |7 —apl|lx <06 = ||F(@) — F@)|ly <e

neboli

F Uy (5, 0)) C Uy (ﬁ(x}),e) .

—

VETA (VZTAH LIMITY A SPOJITOSTL) F(Z) je spojitd v 7y € X, pravé kdyZ limz_, 4 F/(Z) =
F()

DUKAz VETY POZDEJIL

0J
POZNAMKA 6.5 F(Z) : RP — RP
F (Fl,...,F) T = (z, rp)
Fy = Fy(a, Tp)

SNADNO VIDIME: F'(%) je spojitd v iy € RP < F;(Z) je spojita v .

DEFINICE 6.7 (DERIVACE VE SMERU.) Necht F\(Z) : R — R. Necht 75 € R ... bod,

7€ RP ... vektor. DERIVACI F(¥) V BODE 7 VE SMERU ¥ rozumime
. oF .1 . S -
OzF (1p) = 57 —(7p) == 1% ;[F(l’g +t-9) — F(20)]-

DERIVACE VE SMERU PRO VEKTOROVOU FUNKCI:

F:R =R, 7 0y R

oF

RP >
ov

— ]' =N — =N
(7p) == 1 Z[F(xg + t¥) — F(2p).

PozZNAMKA 6.6 Oznacime-li ¢(t) = F(zp + t - U), potom

. derivuj dle ¢!!!

POzZNAMKA 6.7

D.CV.; 75 = (2%,...,20)
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DEFINICE 6.8 (PARCIALNI DERIVACE.) Necht F(Z) : R” — R. Necht 75 € RP. Potom
PARCIALN{ DERIVACI F(¥) v bodé 7 podle z;, j € {1,...,p} rozumime

oF oF
—(20) = 0,F (%) := == (70
ax] (1‘0) J (:EO) 86-]» (1‘0)7
kde €; = (0,0,...,0,_1 ,0,...,0).
1
Jinak:
oF 1
() = lim [Pl o a0) — )]
j

Nézorné: derivuji dle x;, ostatni z; povazuji za konstanty.

DEFINICE 6.9 (JAKOBIHO MATICE.) Nechf F(Z) : R — R. Necht 7 € RP. JAKOBIHO MATICH
F(Z) v bodé #j rozumime

TE (%) = (axj (x°)> i=1,...
Typ matice ¢ radka a p sloupci.

SPECIALNE: ¢ = 1: JF(#3) nazveme GRADIENT, znacime VF(7p).
PRIKLAD 6.5

e a) Flz,y)=x—y
JF=(1 —-1)

o b) Flz,y) =2
F=(} #)

e c) F(z,y) = (x-cosx;y -siny) ... R2 - R?

cosy —x-siny
JE =1 . -
siny x-cosy
l. fadek: Fi, 2. fadek: Fy
1. sloupec: 2, 2. sloupec: 2
[oki oy

PRIKLAD 6.6

0;z—y#0
or , oF
0,0 0

iz —y=0
]7(',:.ﬂ //) - { 1 [/

—(0,0) = —(0,0) =0,
or oy )
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ale F'(z,y) neni v (0,0) spojitd (ani tam nemé limitu)

FL 502 P0,0) =1

n n

Lze sestrojit funkci nespojitou, kde derivace ve vSech smérech jsou nula.

POzZNAMKA 6.8
F(x):R—>R: F'(zg) =A< F(xg+h) = F(zg) + A-h+ o(h)

DEFINICE 6.10 (DIFERENCIAL.) Necht F(#) : R* — R. Necht 7 € RP. Linearni
zobrazeni L : RP — R? se nazve TOTALNI DIFERENCIAL F'(73) v bodé g, pokud

F(zy + h) = F(zp) + Lh + Z(h),
kde h = (hi,...,hy,) je vektor.

Hu(h\)\H — 0 pro h — 0.

—
—

ZNACENT: I = DF(4); Lh = DF (%, h).
POZNAMKA 6.9 F = (F,...,F,): F ma diferencial < kazda F; mé diferenciél.
VETA 6.1 Ma-li F(Z) : R? — R’ v bodé 7 € RP diferenciél, je v 2 spojita.

DUKAZ VETY 6.1 B B . B
F(zy + h) — F(z) = Lh + Z(h).

Kdyz i — 0, pak Z(h — 0 , protoze Z = o(||10||). Kdyz h — 0, pak h; =+0aiLh; =0
= Lh — 0. (ze spojitosti linedrniho zobrazeni)

OJ

LEMMA 6.1 Necht A : R? — R? je linearni zobrazeni. Pak existuje K > 0, zavislé pouze
na A tak, ze

1A%y < K - ||#]], ¥ € R,

POzZNAMKA 6.10 Samoziejmé Eukleidova norma, u || - ||2 nepisu .

DUKAZ LEMMATU 6.1 A= ( ap, ) maticové.

m=1,...,qgn=1,...,p
A _ N\ o
[AZ]g = Z./:] i
——
k-t4 slozka vektoru Az
Ozna¢me: o = max |Gy, |. Pak
»

[AZ)] < p-a- |21/ Y

i=1
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AF|[2 < pPa?pl|]?

Lze vzit: K = pa,/q (toto neni nejlepsi).

O

PozNAMKA 6.11 DUSLEDEK: Kazdé linedrni zobrazeni je spojité. Protoze ||A(Z — 7)|| <
K7 = gl
VETA 6.2 Ma-li F(Z) : R — RY v bodé 4 € RP diferencial. Pak existuje %—IS(%) pro
kazdé v € RP a plati

oF .

—(79) = DF (2, V).

877 (1'0) ($07 'U)

DUKAZ VETY 6.2 Necht ¥ # 0. Poéitame

1 — — 1 — 1 = g tﬁ
S[F (@ + %) — F(2))] = S [DF (), t0) + 2(t)] = S[DF (0, 7)) + ¥
. .
—0
Ale: o B
Z(to) |t - {19
el
——
0 omezena

Z(h) = o(h)
Il

SPECIALNE: Oznacme F'(7) . .. matice reprezentujici DF (), tj. DF (&%, h) = F'(1)-

—

h
OF OF - )
) — ;?’ —DF _‘« —]’ - F/ AR _;
oz (20) 3€j(L0) (20, €3) (7p) - €
~— —_——

- i-ty sloupec F' ()
i-ty sloupec JF(20)

TEDY: JE(20) = F'(27) pouze tehdy, existuje-li diferencial.
TAKZE: existence JF' () neimplikuje () existenci totalntho diferencilu,
ALE: JF (%) je jediny kandidat.

O

VETA 6.3 Necht F(#) : R? — R ma v bodé & € RP spojité viechny parcidlni derivace.
Potom F(#) M4 v bodé z diferencial a plati F'(274) = JF(a7).

DUKAZ VETY 6.3 Necht 75 = (z1,...,2,) ... bod, h= (hi,... ,hy) ... vektor,

—

i = (v1,79,...,7,) = Xo
fl — (171 + hl,l‘g, . ,Zl‘p)

-
7= (x1+ hy,xa+ hoy 23, ..., 2p)
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P =Xo+h
. L S P OF -
F(zy+ h) — F(xp) = F?)—-F@ ) = —(n3) - h; =
(o ) = P& = 32 F) — P = 325 0h) - = (9
LAGRANGE: 7/ — /-1 = 0,...,0, hj ,0,...,0)
~—
1

tj. n; = (.fL‘l + hl, cee i1 + h]’_l,l‘j + @j,.’L‘j+1,.ﬁL‘p), kde @j S (O,h])

j=1
JF(;:)E
p —
7 oF . 0 . |’
(h) =D 5= (m) - 5= (#)] - 1= =0
ooz Or A
N~

—0(ze spojitosti)

h— 0= — 7

0; (2, y) = (0,0)
i () #(0,0)

PRIKLAD 6.7 F(x,y) :{

F =7

D
(z,y) # (0,0) :
OF _ y*(@® +y°) — 2x(xy®) _ y' — 2%y
or (22 + y?)? (22 +y?)?
a_F B 223y
dy (22 +y?)?

Parcialni derivace spojité vsude mimo (0, 0).

4202 203
(%0, %0) # (0,0) = F' ((z0,%0)) = ( ?;gf%ﬁ (ngj’g)z )

v bodé (0,0):

F
F(x,0) = 0Vs € R = Z_x(o’ 0)

OF
F(0,y) =0Vy € R= —(0,0)
Ay
DF(0,0) = 0, pokud existuje.
Dle definice:

ﬁ[zf’((o, 0) + k) — F((0,0)) — (0,0) - h] ©50 pro h — 0
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ﬁ — (hl, hg)
hy h2 1 hy h2

R0 R R (W h)

POLOZME: na piimce h; nebo hs.

(*)

1
(%) = — # 0 neblizi se do nuly

2.
DF((0,0)) neexistuje
ale: F'(x,y) je spojita v (0,0) = 0, protoze

|y 1 =

F - Jyl < =|ly| =0 — 0
|F(z,y)| g Yl < 5 lvl pro (z,y)

IN
ol

PozZNAMKA 6.12 Existuje deferencidl = funkce je spojitd. Ne naopak!!!

VETA 6.4 Necht F(Z) : R — R mé v bodé 7 € RP diferencial. Necht G(Z) : R — R
ma diferencidl v bodé F(zp) = 3y € R?. Potom GoF mé diferencidl v bodé zj a plati:

D[G.F](4) = DG (1) DF (7).

DUKAZ VETY 6.4 NepiSeme vinky u vektori, vynechavame:

1. F(xo+ h) = F(zo) + Ah + y(h), kde A =DF(z)
2. Glyo + k) = G(yo) + Bk + w(k), kde B = DG (yp)

Platf 101 — 0 pro [[h]] — 0; L& — 0 pro |[k]| — 0.

(GoF) (g + h) = G(F(zo+ h)) = (1) =
=G(F(xo) + Ah + z(h)) = (2) =
= G(F(x0)) + B[Ah + z(h)] + w(Ah + z(h)) =
= G(F(z0)) + BAh+ Bz(h) + w(Ah + z(h))
o(h) w(h)

ad ¢(h) : HBH (H)H < K““ (II)H — 0 (Lemma 6.1 ) dle predpokladi

ad 1(h) : Ve > 035> 0: ||h]| < = ||¢(h)|] <ellh]], e dano.
JK > 0: ||Ah|| < K||h|| (Lemma 6.1 )

I > 0: [|k|| < n = [[wk)]| < 25 - [|F]] (nebot L9l — 0)

61 > 0: ||h]| < 61 = [[2(h)]| < [|h]] (nebot LR — )
6_mln((>la K+1) ||lU(4h+7(h)) Ix+l||4h 7( )|| ( )
AR+ 2(h)|| < K||h]] + [|h]] = (K + D)||h]] < (K +1) s

(A) < 77 (K + D|h]| = el[n]]

i (
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PozZNAMKA 6.13 DUSLEDEK:

(GoF) (%) = G'(4) - F'(%)

0 H
s = @[Grn(}?)](l‘(ﬁ -
= [G"(%0) - F'(20)]mn = Z[G'(:%)]m,j [F'(@0)]jn =
! aG"n/

= Yo) -
=1 aI/J( ) agjn

(20)

VETA 6.5 (VETA O STREDNi HODNOTE.) Necht @,b € RP. Necht F(f) : R? — R mé
diferencial vsude v néjaké konvexni 2 € RP obsahujici body @, b. Pak existuje ¢ na spojnici
bodi a, b tak, ze

—

F(b) — F(@) = VF(@ - (b—a).

DUKAZ VETY 6.5

0)
1
—
(z):v @+tb—a))-(b—ad) = ]/"lf;f(...)~(b&,»—a&,»)
) )—;(0): o'(1), kde 7 € (0;1)

Lagrange: ¢
=cea+r

\‘l
Ql
~—"

DEFINICE 6.11 (OKOLf 00.)

KRUHOVE OKOLI.

U(co,s) = TR : ||| > %}U{oo}

PRSTENCOVE OKOLI.

P (o0,e) ={F e R : ||7]| > g}

DEFINICE 6.12 (LIMITA.)

lim F(Z) = A Ve > 036 >0:2 € P(00,0) = F(&) € U(A,e)

T— 00
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(11> 2)-

PozNAMKA 6.14 Pozor!!! {z} C R : ||2||] — oo neimplikuje |z;| — oo, také
neimplikuje alespon jedna slozka — oo

PRIKLAD 6.8

R? ¢ it — (n,0);n sudé
(0,n); n liché

l|z7]| = n — oo limz o F(x) = obecnd posloupnost bodi z R? do oo: r, — +00, {©,}
libovolna

POzZNAMKA 6.15

spojitost parcialni derivace

existuje totalni diferencial
) W

existuje derivace ve vSech smérech

s

existuje parcialni derivace

spojitost

DEFINICE 6.13 (PARCIALNI DERIVACE VYSSICH RADU.) F(7): R? — R
okF
8[1)‘7;1 8xz~2 C 8[1’,‘“c ’

kde il,iz,... ,ik S {]_, ,p}

. . v LR 7 1
Intuitivné: £k =1 ... jiz zname: %—F = oF
T; ox
kE+1:
O 0 { OF ]
al‘il 8£L'Z'2 C al‘ik_H al‘il al‘iz ce 8£L'Z'k+1
POZNAMKA 6.16 Zkracujeme: ,)‘TFF = 9L vyznam ;2 (2£).
0x10T1 0r] B or or

VETA 6.6 (VETA O ZAMENNOSTI PARCIALNfCH DERIVACE.) Nechf F(7) : R? — R,

s _0°F O2F - oy 5 2
necht 57=— a 5—— jsou spojité v bodé z € R®. Potom

G
81‘181‘2 To) = 81‘281‘1 To):

DUKAZ VETY 6.6 25 = (2

: 9, Yo), zvolme h, k > 0.
(:1<> ﬁ[r(l+/?~ Yo + ]1) r(l

0 + h, //0) — (F'(xo, yo + /1') — F(J‘m //0))]~
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Definuji: (x) = F(z,yo + k) — F(x,40), pak () 4z (¢(w0 + h) — @(20)) = 75 - ¢'(n) - b
LANGRANGEOVA VETA: dn € (xg, 79 + h) ' %F(n,yo + h) —
o= F(1,10)) = (%)
(A): ¢'(z) = %F(az, Yo + k) — %F(az, o)
hechm 1 pevné: ozna (y) = 25 (1, y). (+5) = (o + k) — () = ($+ W)
(%): Lagrangeova véta: 30 € (yo, yo + k)
(o5 4) = ¢'(0) = 525-(1,0) = (¥).
To<n<zo+h
Yo <O <yo+k

= (n,0) — (0,0)

I
==
AS)
—
=
~—

I
—~
s

I
==
—

Poslu h,k — 0, napt. h =k =
spojitost (x)
(*) = L[F(zo+ h,yo + k) — F(zyo + k) — (F(zo + hyyo) — F(20,%0))] = (#)

1
n

0(y) = F(xo + h,y) — F(x0,Yy)
(l/}l(y> - gTFZ(TO + hv y) o 3_52(1.07y>
10 € (yo, Yo + h)

() = 5 (2o + k) = @ (v0)) = 5¢(0) = (55 (w0 + . ©) = 57 (w0, 0)) = (#)

In € (zo, o + h)

. 9’F 82F [ o
(#) o 85p18x2(n,®) — o0x10xo (To)
pro (h, k) — (0,0)

PozNAMKA 6.17 Véta 6.6 plati i za slabsich predpokladii.

PozZNAMKA 6.18 Body, kde 8:?12;62 +* 8:?;;61 existuji, ale jsou vzacné. Viz Priklady 9, cv.
7.

PozNAMKA 6.19 DUSLEDEK VETY 6.6
F(#) méa v bodé 7y € RP spojité vSechny parcidlni derivace do fadu k véetné, potom

OFF oFF

(o) (70),

8a:i1 . 8:6% aSle . 8:cjk

je-li (iy,...,1x) je libovolna permutace (ji,... , jk)-

DukAz: BUNO:
(il,iQ,--- ;isais+17"' 77'19)
(ilai%"' 77:5—}—177:57"' Jik) — (jla"' ij)

(véta 6.6 )
Kazda permutace se da slozit z transpozic.
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DEFINICE 6.14 (DIFERENCIAL 2. #ADU.) Necht F(#) : R? — R. Necht 7 € RP.

Necht existuje DF'(2p). DIFERENCIALEM 2. RADU funkce F'(Z) v bodé 23 nazvu bilinedrni
zobrazeni M : RP — R, splhujici

—

F(i + h) = F(ib) + DF (&%, h) + M(h, h) + o(||h||?)

—

proﬁz(hl,... ,hy) — 0.

UMLUVA ZNACENT 6.1
M = D*F (%)

M(h, h) = D*F (; h, h),

kde x4 je pevny bod a h, h jsou proménné

DEFINICE 6.15 (HESSOVA MATICE.) Necht F(7) : R” — R.

_ ’F (=
HF(IL'()) - ( 9z;0z; (:UO) )i—l,...,p;j—l,...,p )

VETA 6.7 (VzTAH D?F A HF.) Necht F(Z) : R — R md v bod& 73 € R spojité
vSechny parcidlni derivace az do fddu < 2. Pak existuje D?F(73) a je reprezentovan
pomoci HF () takto:

"1 9°F
D2F(in:hobh) = —[h - HE (i) - BT = L
(I‘Oa ) ) [ (‘TO) ] Z 92 axlaxj

1 e
5 (20) hihy,
ij—1

kde i = (hy, ..., hy).

DUKAZ VETY 6.7 BEZ DUKAZU!!! :0)

POzZNAMKA 6.20 Véta 6.6 = HF je symetricka.
PozNAMKA 6.21 Taylor pro 1 proménnou:

F(xog+h) = F(xg) + F'(x0) - h + %F"(qro) “h? 4 ...+ o(h?).
Taylor pro p proménnych:

— = bd 1 g «
F(23 4+ h) = F(20) + JF(a) - T 4+ h - §HF(;1%) T 4 4 o([[R]]?).



Kapitola 7

Metrické prostory

PoJMY V TETO KAPITOLE: Metricky prostor, metrika, prostor se skaldrnim souci-
nem, okoli bodu (kruhové a prstencové), limita posloupnosti, limita funkce, spojitost,
oteviena mnozina, uzaviend mnozina, vnitiek, hranice, vnéjsek a uzavér mnoziny, pod-
posloupnost, hromadny bod, kompakt, omezenost, izometrie, konvexni mnozina, tsecka,
Bolzano-Cauchy podminka, iplny metricky prostor. Heineho véta, véta o vztahu limity a
spojitosti, Heineho charakterizace spojitosti, spojitost pomoci otevienosti, spojitost slo-
zené funkce, uzavienost pomoci posloupnosti, kompakty v RP, spojity obraz kompaktu,
charakterizace kompaktnosti, Banachova véta o kontrakci.

DEFINICE 7.1 (METRICKY PROSTOR.) Necht X je libivolnd mnoZina. Funkce p :
X — R se nazve METRIKA, pokud

e (M1) p(z,y) >0Vr € X; p(z,y) =0 2=y

o (M2) p(z,y) =p
e (M3) p(z,y) < p(z,2) + p(2,y) (A-nerovnost)

(y,x) Yo,y e X

Dvojice (X, p) se nazyvd METRICKY PROSTOR.

PRIKLAD 7.1
1. X...R, p(z,y) = |xr —y|
2. X ... mnozZina vSech stanic metra
p(u,v) = nejmensi pocet tseku dilé¢ich u, v:

p(Muzeum, Mistek) < p(Muzeum, Florenc) + p(Florenc, Miistek)

=1 =2 =2

3. DISKRETNI PROSTOR X ... libovoln4

7
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4. M Kazdy normovany prostor je zaroveni metricky: (X, |- |[|).
D(‘fllllljl plr,y) = ||1 —yll.
(N1) = (M1)

(N2) = (M2)

( ) ") + /)(Zs U)

plz,y) = ||z

5. Je-li (X, p) metricky prostor, X € X = (2\? p> je opét 111(*tri(tk}" prostor

tj. (R3, p) ... metricky prostor; pe(Z, 7) \/Z (z; — ;)2 je EUKLEIDOVSKA METRIKA.

OBECNE: M € R3; (M, pe)
6. normovany prostor: C([O 1)) :={f(z) : [0,1] — R spojita}

[ fllso = supgeo, If ()] ... D.CV. je to norma
o) = sup |f(x) — g(2)
z€[0,1]
7. R? ... skaldrni soucin: (T, 1) =Y 0y, kde @ = (@1,...,3,) ay§ =
——
Eukleidovskd norma

(Uls Sy ,Up)

8. C([0,1]) ... skalarni soucin: (Z,7) := R) f f(z)g(xz)dz, kde

&9 . Aflle = \/R) A f3(x)dz

DEFINICE 7.2 (PROSTOR SE SKALARNIM SOUCINEM.)
(Xa <'7 >)

je PROSTOR SE SKALARNIM SOUCINEM, pokud X je linearni vektorovy prostor a (-,-) je
bilinearni, pozitivné definitni, symetricka forma na X.

Lze zavést normu: ||z|| :== y/(z, x). Pro tuto normu plati:

o (1) [z, p) < Il - Ilyl|
o (2) llz+yll < [l + Iyl

DEFINICE 7.3 (OKoLf BoDU.) Necht (X, p) je M: 2y € X, € > 0. Potom definujeme
KRUHOVE OKOLI:

U (T0,e) = U p) (%0,€) = U, (20,¢) :={z € X : p(x,20) < £}

PRSTENCOVE OKOLI:

P (20,¢) = P, (@0,€) = P, (w0,¢) == {2 € X : 0 < p(x,20) < e}

neboli

(mOa )\{xﬂ} P(xﬂa )
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PozNAMKA 7.1 Zahrnuje vSechny diivéjsi pojmy okoli s vyjimkou okoli +co v R* ...
neni metricky prostor.

PozZNAMKA 7.2 Vsechny dalsi pojmy zavedeme pomoci pojmu okoli.

DEFINICE 7.4 (LIMITA POSLOUPNOSTIL.) Necht {x,},en C X ... , € X Vn € N;zc X.
Potom =z, ) o pro n — oo, pokud

Ve >03dny € N:n>ng= 1z, €U(x,¢)

nebo také
Ve >03ng e N:in>ny=plzx,) <e¢

DEFINICE 7.5 (LIMITA FUNKCE.) Necht (X, p) je metricky prostora (), o) je metricky
prostor. Necht F': X — ), 25 € X, yo € ). Potom F(x) o pro © g, pokud

Ve > 03 > OF(PX (:L'O,(S)) CUy (y0,8).

VETA 7.1 (HEINEHO VETA.) Necht (X, p) a (), o) jsou metrické prostory, F(z) : X — Y,
x9 € X, Yo € Y. Potom je ekvivalentni

1. limg .y F(2) = 4o
2. Pro kazdou posloupnost {z,} C X splijici

X
e (a) x, >
e (b) z, #x9Vn €N

plati, ze F(x,) — yo-

DUkAZ VETY 7.1

e (1) = (2): ¢ > 0 dano: podle (1) 36 > 0: F (Px (x0,9)) C Uy (yo,€)-
Necht {z,} spliuje (2a) a (2b):
Tn Q.ro Vng € N:n>ng: x, €Uy (x9,9)
To £ Xo ... Tp € Py (10,0) = F(x,) € Uy (yo,€)
|
F('Fn) —Yo-

e (2) = (1) dokazu ve tvaru —(1) = —(2):
=(1): e >0V6 > 0: F(Px(20,6)) Z Uy (yo,¢)
fixuji e > 0: poloz d = + ... Ju,, ... x, € Py (.ro. %) & F(xy,) € Uy (yo,¢)
= T, # T
(g, x,) < ]% tj. p Zyro plati (2ab), ale F'(x,) 4 vyo, tj. —(2).
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PRikLAD 7.2 {f,} C C([0,1])
0;2 € [+,1]
z;x €0, 1]

n

||fn||oo =1 t’j' fn %x} 0
1fallo = / F2(2)da < / Lde =250
J0 J 0

n

F(n) "0 ... funkce, kterd = 0.

DEFINICE 7.6 (SPOJITOST.) Necht (X, p) a (¥,0) jsou metrické prostory. Necht F :
X — ), zy € X. Funkce F se nazve SPOJITA v x,, pokud

Ve>030>0:F Uy (20,0)) CUy (F(x0),¢) -

VETA 7.2 (VZTAH LIMITY A SPOJITOSTI.) Necht (X, p) a (), o) jsou metrické prostory,
F(x): X = Y, 2y € X, yop € Y. Potom je ekvivalentni

1. F jespojitAv xye X

2. lim, ., F(z) = F(xy).
PozNAMKA 7.3 lim, .., © = xy. Véta 7.2 fika:
F(lim z) = lim,_,,, F(x)

T—T0

——
xo
spojitost <F lze zaménit s operaci lim
DUKAZ VETY 7.2
o (1) = (2) £ >0 déno: 36 >0 F (U (20,0)) CU(F(x),¢)
tim spise F' (P (x0,0)) C U (F(xp),€)
(2)

tj. dokazano (2

0 (lan() 30 > 0: F (P (x0,0)) CU(F(x0),¢)

VETA 7.1 (HEINEHO CHARAKTERIZACE SPOJITOSTIL.) Nasledujici je ekvivalentni

1. F jespojitAv g e X

2. V{z,} C X spliwjici z, Sz plati F(z,) SF ().
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DUKAZ VETY 7.1 Bez ditkazu.

PRIKLAD 7.3 Je zobrazeni F : C — R spojité? ... zavisi na metrice!!!
poJ

|f|(7|? — f(0), kde f(x) € C([0,1])
- 1la. .'.'n}n

UMLUVA zZNACENT 7.1 (X,p), (¥,0), (Z,7) jsou metrické prostory.

DEFINICE 7.7 (OTEVRENA MNOZINA.) G C X se nazve OTEVRENA, pokud

Vrg € G 3e > 0: Uy (x9,6) C G

Néazorné: kazdy bod je v G s néjakym okolim.
PRIKLAD 7.4

1. Z=(a,b) C R je otevienym: xy € T :
a<xg<b...de>0
a<xy—e<xogt+e<b
U (xg,e) CT

Tg,€) je oteviend mnoZina.
) ... p(z,&) =d < e, zvol £ > 0 tak, Ze d + & < e, napf. £ = 1(z — d).
(7o 5) C Uy (7o, ¢€). Protoze: vezmu y € Uy (7, €):

2. obecné: Uy (
T E Z/{x ( , E

tvrdime: Z/Ix
p(y,x0) < p(y, &)+ p(T, 0y <E+d <e =y €Uy (xg,¢)
——  ——

<€ =d

3. trivialné: @, X' jsou oteviené

PozNAMKA 7.4 Pojem otevienosti zavisi na X, jehoz je G ¢asti (G C X). Napit. M =
[0,1) ... M CR ... neni oteviené:

Z/{IR.(O,€> = (_575) g [Ov 1)

ale:
M C Y =[0,+00) s metrikou jako v R .
Uy (0,e) ={z e Y:|z—0/<e}=[0,6) C Mproe < 1.

VETA 7.3

1. Necht {G;};cr je libovolny systém otevienych mnozin. Potom té7 U;c7G; je oteviena
mnozina.

Pozor: Z je mnozina, nikoli interval!!!

2. Necht {G;}I.7 jsou oteviené mnoziny. Potom téz N;czG; je oteviend mnozina.

DUKAZ VETY 7.3
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1. Ty € UigIgi = Ty € gio ce
= stali: G, oteviena: U (xg,£) C G;, pro jisté £ > 0
ale G;; C UjezG;.

2. xp, €N7G & 20 € G Vi=,... n.

ale: G; ... oteviend mnozina = Vi 3g; > 0: U (x9, ;) C G;
poloz e = min{e; : i =1,... ,n}. Zfejmé ¢ > 0 : U (x9,e) C U (v0,5;) Vi = C G; Vi
=C Ni-7G;

O

PozNAMKA 7.5 Polozme G; = (—1,1) C R oteviena.
NienG; = {0} neni oteviena, tj. ¢ast (2) neplati pro nekoneéné priniky.
VETA 7.4 (SPOJITOST POMOCT OTEVRENOSTI.) Necht F(x) : X — ) je funkce. Pak je
ekvivalentni:

1. F(x) je spojita v kazdém xzy € X.

2. Je-li M C Y oteviena, je F~'(M) C oteviena.

DUKAZ VETY 7.4

e (1) = (2): M C Y je oteviené: ? je mnoZina FF '(M)={z € X : F(z) e M} C X
je oteviena
g € F7' (M) ... F(xg) € M ... oteviend = Je > 0: Uy (F(xg),e) C M
Uy (z9,0) € F7Y(M)

e (2) = (1): zvol 25 € X libovolné, e > 0: 7 (3§ > 0)[F (Ux (o, (5)) C Uy (F(xg),¢)]
Uy (F(xg),e) je oteviend . 1LL1 Uy (F(xg),2)) C X je oteviend a obsahuje xg.
Tedy: 30 > 0: Uy (z0,9) C - YUy (F(xy),€))
= F(Uy (x0,0)) C Uy (F(z0), ).

OJ

VETA 7.5 (SPOJITOST SLOZENE FUNKCE.) Necht F(z): X — Y a G(z) : ) — Z jsou
spojité funkce. Pak GoF : X — Z je spojité.

DUKAZ VETY 7.5 Dle Véty 7.4 staci: M C Z oteviend = [GoF|' (M) C X je oteviena.

GF] M)y =F{ G M)}

oteviend ze spojitosti G

~”

oteviend ze spojitosti F'

POZNAMKA 7.6 {22 +y*+ 22 <1} ={(z,y,2) ER® : 22 +y* + 2% < 1}

PRIKLAD 7.5
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M={+y*+ 22 <1}n{r+y+2z>0} CR® jeoteviend. M = F ! ((—o0,1))N
G (o, +OO))

(J’ 7/ 7)Hx +y* + 22 L R® > R spojité
G:(v,y,z)—»x+y+z

0z =y

2. X ... diskrétni metricky prostor: p(x,y) =
Liz#y

OKOLf: 7y € X

X;e>1
Uy (19,€) = '
Y( 0,c> {{7:0}’€<1
kazdd G € X je oteviend dle Véty 7.4 ... kazdd F : X — Y je spojita (nezavisle

na ), F).
D.CV.: dokazte piimo z definice (pomoci okoli)

DEFINICE 7.8 (UZAVRENA MNOZINA.) F C X se nazve UZAVRENA, pravé kdyz dopnék
XN\ F je oteviena.

PRIKLAD 7.6

1. Z =[a,b] C R je uzavienid mnozina:

R\[a,b] = (—o0,a) U (b, +o0)

oteviend mnoZina  oteviend mnoZina

2. @, X jsou uzaviené

3. opét zavisi na ,referen¢nim prostoru‘

POZNAMKA 7.7 Zpfesnime terminologii na oteviend (uzaviend) v X.

4. M=10,1)
. neni uzaviend v R ... R\M = (—00,0) U[1,+00) 2 U (1,¢) pro zadné ¢ > 0
je uzaviena v ) = [0, 1).

VETA 7.3’

1. {Fi}ier uzaviend = N;ezF; je uzaviena.

n . n : .
2. {F;}7; uzaviend = U}, F; je uzaviena.

DUKAZ VETY 7.3

L. AN\ Njer Fi = Uiez(AN\F;) ... DE MORGANUV VZOREC
Fi ... uzaviend = X\ F; ... oteviend = RHS je oteviend (Véta 7.3 (1))
= NJF; ... uzaviena
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2. podobné: X\ Uiz F; = Nizr (ANF) 0

VETA 7.6 (UzAVRENOST POMOCI POSLOUPNOSTI.) Necht 4 C X. Potom je ekviva-
lentni:

1. A C X je uzaviena

2. pokud z,, € A, Ty, X—mo, tak xg € A.

DUKAZ VETY 7.6

e (1) = (2) iz, € A;z, = 19 €A :zp € (XNA) ... oteviend ... Je > 0 :
Uu (,lf'()ﬂf) - ((1’\./4)
tj. U (xg,e) N A = @&. Zaroven ale x, — x9= x, € U (xg,c) pro n dost velké =

\\/
€A

SPOR.

e —(1) = —(2): A nenf uzaviena ... X\A nen{ oteviena ... JzgA\A ... Ve
U (,lf'()ﬂf) Z (1’\\ i
tj. U (xg,e)NA # @. Zafixuji xg, pocitam s ¢ = % ...vezmuz, €A, x, €U (,1‘0, i).
Tedy x,, nesplhuji (2) (z, = xo;x, € A, ale z £ A).

\/

DEFINICE 7.9 (VNITREK.) Pro A C X definujeme VNITREK:

int A={x e X :32>0:Uy (z,e) C A}

DEFINICE 7.10 (HRANICE.) Pro A C X" definujeme HRANICI:

OA={z € X:3>0: (U (x,e)NA) & Uy (z,8) N (ANA))}

DEFINICE 7.11 (VNEJSEK.) Pro A C X definujeme VNEJSEK:

ext A={z € X :3>0: Uy (x,2) C (A\A)}

DEFINICE 7.12 (UZzAVER.) Pro A C X definujeme UZAVER:

A={z€X:3>0: Ux(z,e)NA#£2)}
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ext A oA

PRIKLAD 7.7

1. X =R, A ... interval s krajnimi body a < b.
int A = (a,b)

0A = {a,b}
ext A = (—o00,a) U (b, +00)
A = [a,b]

POzZNAMKA 7.8 7 definice plati:

eint ACAC A
e A=1int AUOA
e ext ANA=0

2. XCR...zeR ... U(xp,e) = (z —e,x+¢) protind Q i R\Q
in

()
Q=
i

)
[BNS
Qll S

-

= 3

&

=

t—“\

o>

N

[—

&)

—

=

o

=

S

3

=

=

[°N

m

Ny

-
)
s
N [
N—"
Il

o —

)

N~

DEFINICE 7.13 (PODPOSLOUPNOST.) Necht {z,} C X je posloupnost. Posloupnost {z! }
se nazve PODPOSLOUPNOST (nebo posloupnost vybrana z) {z, }, pokud existuje rostouci
posloupnost {k,} C N tak, 7e 2!, = z,. Znac¢ime: {z! } C {z,}.

POZNAMKA 7.9 x, — xg, {2} C {x,} = z, — x0
Dk.:e>0:3ny:n>ng z, €U(xg,2).

Kli¢ové pozorovani: {k,} C N rostouci: k, > n
n>ng:ky, >mng:x — g €U(zo,8).

DEFINICE 7.14 (HROMADNY BOD.) Bod x5 € X se nazve HROMADNY BOD {x,}, pokud
pro kazdé ¢ > 0 je M = {n € N:z, € U (x¢,¢)} nekonecna.
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DEFINICE 7.15 (HROMADNY BOD.) Bod zy € X’ se nazve HROMADNY BOD {1z, }, pokud
existuje {z} } C {z,} tak, Ze ), — x.

PozNAMKA 7.10 TvRzENi: Obé definice jsou ekvivalentni.

Dk.:

e (1)= (2) M, ={k € N:xz, €U (z0,2)} je nekonecnd. Vn € N = shora neome-

zena. . , .
Zo je hromadny bod dle prvni z definic:

zvol k; € M, - libovolné
kQGMg—abyk2>k1

kn eEM, - aby kp > kn_1
{kn} C N je rostouci
x =, €U (xo, %), tj. xl — xp.

e (2) = (1) : zo je hromadnym bodem dle druhé z definic:

e > 0 dino: z!, = xy, € U (x9,€) pro n > ny.
Potom M ={n e N:x, € U (xp,e)} D {kn:n > no}. nekonetns 1 M je nekonecna.

PozNAMKA 7.11 Omezend {z,} C R ma hromadny bod (v R).

DEFINICE 7.16 (KOMPAKT.) Mnozina A C X se nazve KOMPAKTNI nebo KOMPAKT,
pokud kazda {z,} C A ma hromadny bod z, € A.

PRIKLAD 7.8

1. K.M. je vzdy kompaktni
2. T =a,b] C R je kompaktni. {z,} C [a,b], I{x)} C{z,} 2, = x0; a < zo <D

3. Z = (0,2] C R neni kompaktni: z, =+ — 0
kazda vybrana z!, — 0 ¢ (0, 2]

PozZNAMKA 7.12 Kompaktnost je vnitini vlastnost.
(0,2] C R neni oteviena, ale (0,2] C (() 2] je oteviena
(0, 2] neni kompaktni C R ani C (0, 2].

PozNAMKA 7.13 Kompaktnost je zobecnéni kone¢nosti.
LEMMA 7.1 Je-li A C X kompaktni, je A vic¢i X' uzaviena.

DUKAZ LEMMATU 7.1 A neni uzaviena = A neni kompaktni.
A neni uzaviena: Véta 7.6 ... I{z,} C A; x, — z9 € A.
kazda vybrand {z),} C {z,} : 2}, = 20 & A.

= neni kompaktni
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DEFINICE 7.17 (OMEZENOST.) Necht X je normovany prostor. Mnozina A C X se

nazve OMEZENA < (J¢ > 0) (Vo € A) [||z]| < ¢].
LEMMA 7.2 Necht X je normovany prostor. Je-li A C X kompakt, je omezena.

DUKAZ LEMMATU 7.2 A neni omezend = A neni kompaktni.
A neni omezené: (3¢ > 0) (z € A) [||z]|] > c].

uzaviend c=n € N ... z, ... ||x,]| > n. Necht zq je hromadny bod.
|znll = [lzo + (zn — zo)[| < |lz)] + [|2n — 20|
|lzn = mol| = [|zal| = |lzol| > n — [|zo]]

> 1 pron > ||zg]| +1

PozNAMKA 7.14 V normovaném prostoru X kompaktni = omezena, uzaviena.

VETA 7.7 (KOMPAKTY V RP.) Necht A C RP. Potom je ekvivalentni:

1. A C X je Kompaktni

2. A je omezena a uzaviena.

7.7

DUKAZ VETY

e (1)=1(2)... Lemmata 7.1 a7.2.

e (2)= (1) {z,} C A ... cil: ma hromadny bod. A je omezena: ||2,|| < c.
Tp = (27,7%,... ,23).

|r’/’| < ||#nlla < ¢

vyberu {x/} C {x,} tak, ze 27 — 2 € R

vyberu {z"} c {a7} tak, 7e 22 — 20 € R

' R TN G ) 0

p- kroka: {2} : Ty — 1z, € R
= > (0 0 0

{Tn} — 70 = (29, 73,... ,77)

konvergence po slozkach

A je uzaviend = 7, € A.

OJ

VETA 7.8 (SPOJITY OBRAZ KOMPAKTU.) Necht K C X je kompaktni, F' : X — )

spojité. Potom F'(K) je kompaktni.

DUKkAz VETY 7.8 {y,} C F(K), tj. H{z,} C K ... F(z,) = yn.
K je kompakt = 3z} € {z,}; z, — xo € K.

Potom y!, = F(x!) je vybrana z {y,}.

Spojitost F': z!, — xg = F(xl) =y, — F(x9) € F(K).

(jestlize {xy, } je vybrand ... yn,; yn, = F(n,))
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LEMMA 7.3 Necht A C R kompakt. Potom A obsahuje nejvétsi a nejmensi prvek.

DUKAZ LEMMATU 7.3 A méa nejmenSi prvek: « := inf A; A je kompakt = je omezené:
aceR Cil: « € A. ,

n€ Ndéano: dz, c Aa<uz, <a-+ % ... 2. vlastnost infima

Pak =, — a, A je uzaviena: a € A.

LEMMA 7.0 TVRZENT:

F : X — R spojita funkce,  C X je kompaktni. Pak F' nabyva K maxima a minima.

tj. (Ja € K) (Vx € K) [F(z) < F(a)],
(Fb € K) (Vx € K) [F(z) > F(b)].

DUKAZ LEMMATU 7.0 Véta 7.8 : F(K) C R je kompaktni.
Véta 7.3 : da € F(K) nejvetsi

staci volit @ € F~' ({a}) libovolné.
U

PozNAMKA 7.15 Véta: Z = [a,b] C R, f: Z — R spojité, pak f nabyvd v Z maxima a
minima. Je specialnim pripadem predchozich vét.

VETA [ (CHARAKTERIZACE KOMPAKTNOSTI.) Necht M C X. Pak je ekvivalentni:

1. M je kompaktni

2. Je-li {G,}aca systém otevienych podmnozin, M C UuecaGa, pak existuje koneény
podsystém {Ga, }7-) C {Ga}taca tak, 7e M C UL G,,.

DUkAz VETY [ Bez dikazu.
O

VETA 7.9 Necht Q C RP je oteviend, konvexni, necht F(Z) :  — R je spojitéd, par-
cidlni derivace jsou spojité v €. Necht 3L > 0: |[VF(Z)|| < L Vx € Q. Potom F(Z) je
lipschitzovska s konstantou L.

DUKAZ VETY 7.9 Zvolme Z, 7 € € libovolné. Dk. pFedpoklada existenci DF(¥) Vz € €,
tedy téz na spojnici bodu 7, /.
Z véty o stiedni hodnoté (Véta 6.5 ):
de: F(¥) — F(y) = VF(C) - (¥ — )
|F(7) = F()| < IVF@)||-[|I7 — gl < L-[|7 -]
L
specidlné: p = 1: f(z) : (a,b) = R, |f'(z)| < L = f(z) je lipschitzovska s konstantou L.
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LEMMA 7.4 Necht || - ||, je libovolna pevnd norma v RP. Pak existuji ¢;, ¢ > 0:
p
aill#ll < 17l < eol|# Ve € R (|70 = ) lail,
i=1
kde 7 = (x1,...,%p).

DUKAZ LEMMATU 7.4 |[|Z]], < eof|Z]]1

T Xl e = 0 100
2] = 11220 macill. <325 1|1“z|||<%|| < o+ |17
Oy = max{U@LH*,Lf I,... ,p}

a7 < |17l

definjme zobrazeni ¢ : (R?, || -||1) = R, Z — ||Z]|.

] hpschltzm skd s L = ¢y

0(Z) — @) = ll1Z]]. — (171l |<||7—Z/|| < o7 = gy
S={Ze R :||Z|[y =1} C (R, [|-[h) je kompaktni.
,]e omezena a uzavrena.
: (R, || Il1) = R, Z > ||Z]]1 je spojité (1-lipschitzovska)
=) ({1}) .. uzaviena mnozina

S RPN (¢~ (R\{1})) uzaviena.

¢ nabyva na S minima: ozna¢me ho ¢; (bude > 0)
ci|[7])r < [|Z]]. V' e RP:

||r||| =1... OK

r=0... OK

jinak 1/ - ﬁ aplatiye S

Cl||ur|| || < |||| P ||« kratim, jsou to skalary.

PozZNAMKA 7.16 DUSLEDKY:

o {7} CRY, ||2,]]s = 0 < ||| — O ... ekvivalence pii konvergenci

e zachovani otevienosti (nezavisi na normé)

L £

U (:m,—) C U, (9, )
Co

z prvni nerovnosti:

— — € — —
||IL’—1‘0||1 < — = ||IL’—1‘0||* <€
Co

U, (zo, c18) C U (7, €)

(7 druhé nerovnosti)

89
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DEFINICE 7.18 (IZOMETRIE.) (X, p), (), 0) jsou metrické prostory. Zobrazeni F : X —
Y se nazve IZOMETRIE, pokud p(z,y) = o (F(z), F(y)) Vz,y € X.

PRIKLAD 7.9 ¢:R*> = C, (z,y) — x + iy
norma;: \/1'2 + 92 = V/Re? + Re?
izometrie = ztotoznéni metricky prostor

DEFINICE 7.19 (KONVEXN{ MNOZINA.) Necht X linedrni vektorovy prostor nad R.
Mnozina M C X se nazve KONVEXNf{, pokud

(Vz,y € M) (YA € [0,1]) [z + (1 — Ny € M]

y+A(z—y)

DEFINICE 7.20 (USECGKA.) Mnozina (a;b) = {Aa+ (1 — \)b; A € [0, 1]} nazvu USECKOU
s krajnimi body a a b (spojnice a, b).

PozNAMKA 7.17 Nelze zavést v obecném metrickém prostoru (v metrickém prostoru
nelze séitat a nasobit ¢islem).

DEFINICE 7.21 (BoLzZANO-CAUCHY PODMINKA.) Posloupnost {z,} C X se nazve
CAUCHYOVSKA, pokud

(Ve > 0) (Ing € N) [m,n > ng = p(zn, m) < €.

LEmMmA 7.5 Konvergentni posloupnost je cauchyovska.

DUKAZ LEMMATU 7.5 {z,} C X konvergentni: z,, — 25 € X.
e>0dano: £ >0... dng; n > ng : p(Tn,2o) < Z

m,n > Ny : /')(J'”\.l,',r,,‘) < /')(.l,',,“l'n) + /')(J‘n« L)
—_—— ——

<5 <5

OJ

DEFINICE 7.22 (UPLNY METRICKY PROSTOR.) Metricky prostor se nazve tiplny, pokud
kazda cauchyovské posloupnost {z,} C X ma v X’ limitu.

PRIKLAD 7.10

—t

. (Ry] - 1) je aplny [1. semestr]

[\

. (C,] - 1]) je uplny [3. kapitola]

[GV]

. (Q,] - ]) neni aplny: S, =3, % ziejmé {S,} C Q a je cauchyovskd = maé limitu,

ale obec. v R )
S, — e Q.

PozNAMKA 7.18 X je Gplny: ,nemd diry“.
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»,R je uplny“ je ekvivalentni ,axiom o supremu“.

VETA 7.10 RP je tplny prostor.

DUKAZ VETY 7.10 Po slozkach. {2"} C R? je cauchyovska. 2™ = (27, 25,... ,27)

p

Kli¢ové pozorovani: |z — 2| < [|a™ — 2™||o, tj. Vi = 1,... ,p : {zi}peny C R = 2" —
20 = (29,29,... , D).

l
VETA 7.11 Necht X je tplny, M C X je uzavieny. Potom M je Gplny prostor.
DUkAZ VETY 7.11 {z,} C M cauchyovska. Cil: z, — x4 € M.
{x,} C X je cauchyovskd = (tiplnost X') = z,, — xy € X.
T, € M ... uzaviena = Véta 7.6 = x5 € M.

l

POZNAMKA 7.19 Véta fika: Gplnost je uzaviend dédiéna vlastnost.
PozNAMKA 7.20 Uzavienost je podstatna: viz Q C R.
VETA 7.12 Necht X je komplaktni. Pak X je tplny.

DUKAZ VETY 7.12 {z,} C X je cauchyovski. X je kompaktni = Jzg € X hromadny
bod. Cil: z,, — zy.
e >0déano: 5 >0... Ing € N: m,n > ng: p(zn, zy) < 5 (Bolzano-Cauchy)
n > ng 2 p(za, 20)5
Necht n > ng: p(,, o) < p(@n, i) + p(Ti, o) < &
H,C—/ HC—/
<t <t

OJ

VETA 7.13 (BANACHOVA VETA O KONTRAKCI.) Necht X je tplny prostor a necht
F: X — X je kontrakce. Potom existuje jediny xy € X tak, ze F(xq) = .

POzZNAMKA 7.21 x se nazyva pevny bod F.
kontrakce: 3a € (0,1) : p(F(z), F(y)) < a-p(x,y)

PozNAMKA 7.22 BANACHOVA VETA: vidy existuje pravé 1 bod tak, Ze obraz na mapé
se kryje se skutec¢nou polohou. a = méritko mapy.

DUKAZ VETY 7.13 Zvol z; € X libovolné. z,,1 := F(z,) Vn € N.

Tvrdim: {z,} C X je cauchyovska.

p(3,y2) = p(F(x2), F(21)) < a- p(x3,15) < a?p(xe, 11).

Indukei: n > 2: p(zp, x, 1) < a™ - p(x9, 1) ()

Necht m,n > ng > 2; BUNO m > n, ny uréim pozdéji.

/0(-77m7 -T/n> § P(%m -T/n—l> + ;0(-777n—'1 ) mm—Q) +...+ /O('T/n+l ) mn) — ZZL:_']n p(mn+ka mn+k—'l> §
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m—-n
(%) < ST a2 p(mg, 1) = @2 p(xe, 7) - Z a ,aec(0,1)
<a™~?  jecham bl

n T |
<o 0f=1=5

iy ) < L2258 470 = T(ny)

e > 0 déano: zvol ny € N: Z(ny) < e.

{z,} C X Cauchy & X Gplny = z, — 29 € X & x4 — 29
Tni1 = F(x,) spojitost F' (kontrakce je spojita)

—~—  ——

—T0 F(To)

jednoznacnost: sporem: xg, 1, ... dva pevné body

p(zo,yo) > 0 lze kratit

1 < a Spor!!!

PozZNAMKA 7.23

e vime: na R? jsou vSechny normy ekvivalentni

e obecnéji na konec¢né-dimenzionalnim normovaném prostoru jsou vsSechny normy
ekvivalentni: topologicky ... konvergence, uzavér, tplnost, ...
nikoliv: geometricky: vzdalenost, nejblizsi bod.

e v prostorech co—dimenziondlnim nejsou obecné dvé normy ekvivalentni (napf¥. co
do konvergence) X = C ([a,b]) ||f|li = (R) fab |f(z)|dx
||f||008upx€[a,b] |f(2)]
plat: [[f[l < (b —a)|[f]l

konvergence viici || - || = kovergentni vidi || - ||; normé.

NE OBRACENE!!!
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dolni integral, 10
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lipschitzovska, 45
gradient, 68
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horni integral, 10
horni soucet, 10
hromadny bod, 85, 86

integrabilni majoranta, 7
integral
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horni, 10
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Riemanntv, 11
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konvergence komplexni fady, 25
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mnozina

A, 84
0A, 84
ext A, 84
int A, 84
hranice, 84
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konvexni, 90
mohutnost mensi nebo rovna, 61
mohutnost ostfe mensi, 62
mohutnost stejna, 61
omezenost, 87
oteviena, 81
potencni, 62
soucin kartézsky, 59
spocetna, 59
uzaviena, 83
uzaver, 84
vnitiek, 84
vnéjsek, 84
mocninnd rada, 35
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integral, 3, 6
norma, 63
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okoli
00, 73
oo kruhové, 73
oo prstencové, 73
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kruhové, 37, 64, 78
prstencové, 37, 64, 78

plocha pod grafem, 18
podposloupnost, 85
prostor
diskrétni, 77
izometrie, 90
metricky, 77
metricky tplny, 90
metrika, 77
metrika Eukleidovska, 78
norma, 63
norma Fukleidovska, 65
normovany, 63
se skalarnim soucinem, 78
prerovnani rady, 31
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Riemanntv integral, 11
rovnd%f%renciélni
autonomni, 47
Bernoulliova, 50
fundamentalni systém teSeni, 52
homogenni, 49
linearni, 42
nehomogenni, 54
obecnd linearni 1. fadu, 48
obecna linearni radu n, 50
obycejna, 42
se separovanymi proménnymi, 47
reseni, 43
feseni partikularni, 55
rozvoj
Taylortv, 76

soucet, |
dolni, 10

horni, 10
rady
¢astecny, 19

soucin kartézsky, 59
spojitost, 37, 67, 80

obycejna, 13

stejnomérna, 13
spojitost na Z, 13

vycislitelné
¢islo, 61
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e Morganiiv, 83
véta
Abelovo sumac¢ni lemma, 27
B-C podminka konvergence tady, 26
Banachova o kontrakci, 91
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Cantorova, 60, 62
Cauchytv soucet rad, 32
charakterizace kompaktnosti, 88
derivovani ¢len po ¢lenu, 38
Heineho, 65, 79
Heineho charakterizace spojitosti, 80
intervalova aditivita, 5
kompakty v R, 87
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kritérium Cauchyho odmocninové, 23
kritérium d’Allembertovo podilové, 22
kritérium Direchletovo, 28
kritérium integralni, 23
kritérium Leibnizovo, 26
kritérium Raabeho, 24
linearita Newtonova integralu, 4
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o aditivité dolniho integralu, 14
o aditivité horniho integralu, 14
o aditivité Riemannova integralu, 14
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o jednoznacnosti ZPF, 3

o konvergenci Newtonova integralu, 6

o lokalni existenci reseni, 45

o lokéalni jednoznacnosti, 45

o stredni hodnoté, 73

o tvaru mnoziny NH, 55

o variaci konstant, 55

o vztahu limity a spojitosti, 67, 80

o zameénnosti parcidlnich derivaci, 74

odmocninové kritérium, 37

omezené castecné soucty, 28

partikularni feseni, 57

per partes pro Newtonuv integral, 4

podilové kritérium - urceni R, 36

prevedeni ' = f(x,y) na integralni
tvar, 44

spojitost pomoci otevienosti, 82

spojitost slozené funkce, 82

spojity obraz kompaktu, 87

srovnavaci, 8

substituce pro Newtontv integral, 5

uzavienost pomoci posloupnosti, 84

vztah D?F a HF, 76

zobecnénd primitivni funkce, 2
zobecnény priristek, 3

castecny soucet rady, 19
¢islo
vycislitelné, 61
rada, .
divergence, 19
konvergence, 19
mocninna, 35
oscilace, 19
prerovnani, 31
soucet, 19
¢astecny soucet, 19
rfadova rovnost, 21
radoveé rovno, 7

usecka, 90



