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Znaceni.

V textu je pouzito nasledujici barevné rozliseni:

e Touto barvou budu psat vSechny axiomy.

Touto barvou budu psat vSechny definice.

Touto barvou budu psat vSechny véty.

Touto barvou budu psat vSechny poznamky

Touto barvou budu psat vSechny tmluvy.

Touto barvou budu psat bézny text.



Kapitola 1

Uvod do matematické analyzy.

Newton, Leibnitz - zalozili matematickou analyzu
limita funkce: 1821 Cauchy (Weierstrass)
analyza predpoklada:

MNoOZINY TEoORIE MNOZIN
CiSLA pf'irozené N operace 67 C7 m? U7 \7 :
celd Z =NU-NuU {0} = ... symetrické diference
raciondlni QQ

iracionalni
realna R A B
komplexni C

A= B=(A\B)U (B\A)

VYROKOVA LOGIKA vyrok je tvrzeni, které je bud pravdivé, nebo nepravdivé
vyrokova forma (funkce) V(z) -z <3

V(4) ne

V(-1) ano
konjunkce A A B A&AB AVB A=DB A< B -A
disjunkce \% 1 1 1 1 1 1 0
implikace = 1 0 0 1 0 0 0
ekvivalence < 0 1 0 1 1 0 1
negace - 0 0 0 0 1 1 1
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A= B & [-AV B|

kvantifikatory vSeobecny V
existen¢ni

—(Vz € MV (2)) & [Tz € M-V (z)]
—(3z € MV (z)) & Vo € M-V (z)]

Pozor na poradi kvantifikatora!

A=C=0C=...=C,= B

(I)Vee M 3Fye (2) = (1)

(2) Iy € Ve e M (2) £ (1)

METODY DUKAZU p¥imo: A= B
nepfimo: -B=A
sporem: —[A& B]

matematickou indukci: Vn € NV (n)

V(1)

V(n)=V(n+1)

Dény dvé mnoziny M, N:

M x N ={[m,n];z € M & ye N}... kartézsky soudin

binarni relace je jakikoli podmnozina kartézského soucéinu

DEFINICE 1: Dé&ny mnoziny M, N. Pak P je zobrazeni (funkce) mnoZziny M do mnoZiny

N, jestlize plati

i)Vee M3y € N:[z,y] € P;

({i)Ve e MVYy,ys € N:[z,y1] € P&lz,ys) € P = y1 = yo;

(i) V[z,y) € P ==z € M&y € N.

UmrLuva 1: P: M —> N
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P:meMw—neN
n = P(m)
n = P(m)
Misto [z,y] € P piSeme n = P(m)

DEFINICE 2: M nazyvame definiénim oborem zobrazeni P.

DEFINICE 3: A C M, pak mnozinu P(A) ={n € N,3m e A:P(m)=n} nazyvime
obrazem mnoZiny A (v zobrazeni P).

DEFINICE 4: B C N, pak mnozinu P~'(B) = {m € M,P(m) € B} nazyvame
vzorem mnoziny B (v zobrazeni P).

DEFINICE 5: Mnozina P(M) C N, nazyvame oborem hodnot zobrazeni P.

PRIKLAD 2: (Pfiklady zobrazeni.)
(i) PROSTE ZOBRAZEN{ (INJEKTIVNI): jestlize Vn € P(m)3m e M : P(m)=mn:
Pf.: sinz: R — [—1, 1] neni prostd, ale:
sing : [-%,%5] = [—1,1] je prostd
(zALEZ{ NA Dy)
(ii) KONSTANTNI ZOBRAZENI: P:m+— nInge NVme M P(m)=mny
(NEBYVA PROSTE)
(i) ZOBRAZENI ,NA“ (SURJEKTIVNI): Vne NIme M:P(m)=n
Pi¥.: cosz : R — R neni ,na“, ale:
cosz:R — [-1,1] je ,na“
(zALEZI NA Hy)
(iv) BIUEKCE - ZOBRAZEN{ PROSTE & ,,NA“:
- dikaz, Ze dvé mnoziny jsou stejné velké

Pr.: N — Q 3 bijekce
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sinz : [-%,5] = [—1,1]
(v) IDENTITA: M = N, pak id m — m je identita.
OPERACE SE ZOBRAZENIMI
(i) RESTRIKCE (ZUZEN{): Ddno P: M — N,AC M,pak P||s,:A— N
(i1))SKLADANI ZOBRAZENI: P: M — N,Q: N+— S

definujeme nové zobrazeni: R : M — S pfedpisem R(m) = Q (P(m))

UMLUVA 2: Znadime R = Qo P

POZNAMKA 1: SKLADANI ZOBRAZEN{ JE ASOCIATIVNI, NENf KOMUTATIVNI:
(PP Q)o R=P (QoR)
Poid=ido P=P
(iii)INVERZN{ ZOBRAZEN{ P~

P'(ny=m<e P(m)=n P musi byt prosté!

POZNAMKA 2: P;'P=PoP'=1D



Kapitola 2

Realné funkce jedné realné
promeénné.

2.1 Limity a spojitost

UMLUVA 3: f bude znaéit redlnou funkci (redlné proménné):
f:R — R, nebo

fiA->RACR

f=c... sudi, jestlize c = 0, potom je f(z) zaroven licha
f(z) =z, 2, sin z,tan z... liché
f(z) = 2% 2%, cos ... sudé

f(z) =z 41, €%, ... ani liché, ani sudé
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DEFINICE 6: FUNKCE f je PERIODICKA , jestlize p € R,Vz € Dy = z+p €
Dy & f(z) = f(z +p).

DEFINICE 7: FUNKCE f je NEKLESAJICI , jestlize Va,y € Dy:z <y= f(z) < f(y).
DEFINICE 8: FUNKCE f je NEROSTOUCI , jestlize Vz,y € Dz <y= f(z)> f(y).
PozNAMKA 3: Je - li funkce f neklesajici nebo neroustouci, je monoténni.
DEFINICE 9: FUNKCE f je KLESAJICT , jestlize Vz,y € Dz <y= f(z)> f(y).
DEFINICE 10: FUNKCE f je ROSTOUCT , jestlize Vz,y € Dy 2z <y = f(z) < f(y).
PozZNAMKA 4: Je - li funkce f klesajici nebo roustouci, je ryze monotdnni.

DEFINICE 11: Rekneme, 7e FUNKCE f je na mnoziné A OMEZENA , jestlize 3 K >
OVz,ye A:|f(z)| < K.

DEFINICE 12: Rekneme, 7e FUNKCE f je na mnoZiné A OMEZENA SHORA , jestliZe
IK>0Vz,ye A: f(z) < K.

DEFINICE 13: Rekneme, e FUNKCE f je na mnoZné A OMEZENA ZDOLA , jestlize
IK>0Vz,ye A: f(z) > K.

P¥.: sin z je omezend na R

P¥.: I nenf omezend na (0,1), ale je omezend na (4, 1) pro kazdé § > 0
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PozNAMKA 5: ODbé jsou periodické, nejsou monoténni.

(iii) POLYNOMY, RACIONALNI FUNKCE (podil dvou polynomi), TRIGONOMETRICKE
FUNKCE (sin z,cos z,tan z,cotg x).

(iv) CYKLOMETRICKE, (sin~' x = arcsin z, cos™' z = arccos z,tg ~'z = arctg z, cotg ~'z =

arccotg ).

(v) EXPONENCIALNI, (exp z,1ln x).
DEFINICE 14: INTERVALVR, (¢,0)={z€ Ra<z<b} —-oo<a<b< o
DEFINICE 15: INTERVALV R, [a,b]={r € Ra< < b} —oo<a<b<oo

UMLUVA 4: ROZSfRENA REALNA 0SAR* =R U {—oco} U {40}

R = (—o0, +00)
R = o0, +oc]"

USPORADANI: —oco <a <400 Vae R

ABSOLUTN{ HODNOTA: | + oo| = +00

SCITANI: VA € R\ {—o0}: a+00 =o00; VAE R\ {—x}:a+ (—0) = -
vyraz (400 — co) neni definovan

NASOBEN[: VA€ R*a>0:a-(foo)=to;VAE R a<0:a-(+o0)=Fox;
vyraz 0 - (£00) neni definovan

DELENf: Va € R* : %0 pojmy £ obdoba ¢ nejsou definovan
0 pojmy =2, & nej y

DEFINICE 16: OKoLf BoDU: Necht 4 € R € > 0, potom ¢ okolim bodu A rozumime
mnozinu U,y = (a — € a + €).

DEFINICE 17: LEVE oKOLf BODU: Nechf A € R € > 0, potom levym e- okolim bodu
A rozumime mnoZzinu Uf,y = (a — €; al.

DEFINICE 18: PRAVE OKOLI BODU: Nechtf A € R € > 0, potom pravym e- okolim bodu
A rozumime mnoZzinu Uf,) = [a;a + ¢).
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UMLUVA 5: Necht a = 400, potom Z/{(ea) (%, +00).

UMLUVA 6: Necht ¢ = —o0, potom U,y = (—o0; —1).

DEFINICE 19: PRSTENCOVYM (REDUKOVANYM) OKOL BODUa € R* rozumime mno-
zinu P,y = Ui\ {a}.

POZNAMKA 6: Pro a = +oc pfichdzi v ivahu jen levé redukované okoli. Pro a = —oco
pfichéazi v ivahu jen pravé redukované okoli.

DEFINICE 20: LIMITA FUNKCE. Necht a € R, neht f je redlna funkce, ktera je defino-
vana alespon na néjakém redukovaném okoli bodu a. Potom fekneme, Ze f mé v bodé a

limitu A € R*, jestliZe je splnén axiém Ve > 036 > 0 tak, e Vz € P(‘Z) = f(z) € Uly.

PoOzZNAMKA 7: Limita popisuje vlastnost f v blizkém okoli bodu, ale ne v bodé samot-
ném.

PozZNAMKA 8: f neméd v bodé a € R limitu rovnou 4 € R*, ale
(i) bud mé v bodé a € R jinou limitu,

(ii) nebo limita této funkce v bodé a neexistuje.

PozNAMKA 9: Limita funkce f v bodé a neexistuje, jestlize VA € R* 3¢ > 0 V6 >
03z € Pga) t fz) & Uy

UMLUVA 7: ZNAGIME: lim,_, , f(z) = A< f m4 v bodé& a limitu A

DEFINICE 21: LIMITA ZPRAVA: lim,_,,. f(z) = A& Ve>036>0Vz € Pi(a) =
f(z) € Upy,

DEFINICE 22: LIMITA ZLEVA: lim, ,, f(z) = A& Ve> 036 >0Vz € Pf(a) =
f(z) € Upy,

PRIKLAD 5: (i) f JE KONSTANTNI: f(z) =¢; c € R = lim,,, f(z) = ¢ (V ¢ volim
§ = +d);

(i) f(z) = 2% lim,, o f(z) = §;
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(iii) D(z) ... DIRICHLETOVA FUNKCE: lim neexistuje v Ziddném bodé, ani jedno-
strannd = nenajdeme d- okoli: e Vo Iz f(z) ¢ Uf, (e <1)

iv) R(z) ... RIEMANNOVA FUNKCE: v kazdém bodé m4 limitu 0: lim,_, o R(z) =
OVae R

(v) f(x) =z - D(x): limy , oz - D(z) =0

PozNAMKA 10: (i) Funkce nemusi byt v bodé A definovana, a pfesto v ném mize mit
limitu;

(ii) Je-li @ = o0, pak lim,_,, f(z) je automaticky jednostrannd (zprava nebo zleva)

(iii) Funkce nemusi v bodé mit limitu. Potom

vlastni, A € R

. existuje | A=+oc0
lim,_, , f(x) ! nevlastni {
A=—-0
neexistuje
napi.: lim,_, o, ;—21 = —00

(iv) Limita je LOKALN{ pojem. Jestlize lim,_, , f(z) = A anavic 36 > 0: f(z) = g(z)
pro x € Pfa), pak lim,_, , g(z) = A.

VETA 1: O JEDNOZNACNOSTI LIMITY. KaZzd4 funkce mé v kazdém bodé nejvyse jednu
limitu.

DUkAzZ 1: SPOREM: Necht 3 A4, B € R*, A # B takové, 7e lim,_,, f(z) = A= B.
Pak Ve> 030, Vo € Py = f(z) € Uy
ataké Ve > 0305 Vo € P = f(z) € Uy,
A= B = e tak malé, Ze (se okoli nebudou protinat) Uf, N U =@

Potom pro z € P&A) N ng(;é @) : f(x) =Uiyy N Uy =2 SPOR.

VETA 2: O LIMITE A OMEZENOSTI. Ma-li funkce v bodé ¢ € R* VLASTNI limitu
(kone¢nou), pak 30 > 0 takové, Ze f je omezend na Pga).
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DUKAZ 2: VIM:Ve>036 >0V € P)y = f(z) € Uy, kde A€ R
Zvolim e = 12. Pak 36 > 0Vz € P, = f(z) € Ulj), ti. |f(z) — A] < 12,Vz € P,

Z trojuhelnikové nerovnosti: =  |f(z)| = |f(z) — A+ A| < |f(z) — A| + |4] <
12+ |A| = funkee f je omezend na P,

O

POzZNAMKA 11: JeliAe R pakVe>036>0Vz € Pga) = [f(z) — 4] <e (%)

PozNAMKA 12: POZNAMKA O EPSILONECH.

(k) & IK>0Ye>036>0Vze P,y = [fla) - A< K¢

DUKAZ: jen pro K > 1 ,=“ zfejmé (nebot € < Ke).
»<=" najdu pro Ve > 0, tak najdu i pro V Ke > 0.

!

e =5 0... |f(z) —A|<K-d=K -5 =c¢

VETA 3: O ARITMETICE LIMIT. Necht a € R*, lim,_,, f(z) = A € R*, lim,_,, g(z) =
B € R*. Potom

(1) Timg_, o [ f(2)] = [A]
(ii) lim,, , (f(z) £ g(z)) = (A £ B), je-li RHS definovana,;

(iii) limg, o (f(2) - g(z)) = (A - B), je-li RHS definovéna;

(iv) limg_, 4 % = 4 je-li RHS definovéna.

DUkAzZ 3: (Jen pro pfipad A, B € R, ostatni pfipady DCV.)

To JEST: Ke zvolenému € > 0345 > 0,6, >0:Vz € PEZ) = |f(z) — A <eVz €
Pfj) = |g(z) — B| < e

(i) VIME: Ve>036>0Vz € Pga)=> If(z) — Al <e
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CHCEME: Ve >03A>0Vz e P(%) = |[f(z)] - |A|]| <€
UMIME: trojthelnikova nerovnost:
laf =18l < o= 8] = [[f(z)] — Al < [f(z) — Al <€

= stadi vzit A = 0, pak Vz € P(%) = Pfa) = |[f(z) — 4| < €||f(z)|—]4]] <
|[f(z) — Al <e

(ii) ZvoL: € > 0 pro x € Pfa), kde § = min(&y, d,)

|f(2)£9(z) - (A£B)| = [(f(z) - A)F(9(2) - B)| < |f(z) - Al+|9(z) - B| < efe < 2e
(iii) B € R = (V2) g je omezend na néjakém -okoli bodu a:

K >03y>0Vz € Py = |9(z)| < K

ZvoL: € > 0 poloz 6 = min(v, d¢,d,), potom pro z € Pfa)

A-B I() (:|v)

—A-B|= g(x)- A+g(x) - A= A-B| = |[(f(z) - A)- g
)IS|f(fv) Al - lg(=)] + € |

Al - g(z) — B| <
(iv) 4 je definovany pojem => B # 0. Potom 3v > 0V z € P |B| < lg(z)| < 2|B|
ZvoL: € > 0 poloz 6 = min(v, d¢,d,), potom pro z € Pfa) plati

f(@)

(z)

o[

‘ _ |f@)B-A-B+A-B-Ag(@) . |f(z)-Al|B|+|Allglz=B)| . . .
l9(@)[B] = 2 5] = [BP

o

VETA 4: O VZTAHU LIMITY A JEDNOSTRANNYCH LIMIT. lim,_, , f(z) = A< lim, , ,_ f(x)

=lim,,, f(zr)=A kde Ac R, ae R

DUKAZ 4: = zfejmé.
,=“1ZvoL: € >0, pak 36, Vz € Pf{a) =(a;a+0)= f(z) € Uty
& 36_Vawe P, =(a—ba)= flz)e U

Tedy stati zvolit § = min(d_,d4), pak Vz € (a—d;a+0)\{a} = f(z) € U,
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VETA 5: O LIMITE A USPORADAN{. Necht 4 € R*

(i) Jestlize 3 lim,_, , f(z) a 3 lim,_, , g(z) a lim,_,, f(z) < lim,_, , g(x), potom 36 >
0:Vze Pfa) = f(z) < g(z).

(i) Necht 36 > 0 : Vz € Pfa) = f(z) < g(z) a necht 3 lim, ,, f(z) = A a
3 lim,, , g(z) = B. Potom A < B.

(iii) VETA O DVOU POLICAJTECH. Necht 3§ > 0 : Vz € Pfa) : flz) < h(z) <
g(z) &lim,,, f(z) =lim,,, g(z) = A. Potom 3 lim,_, , h(z) = A.

DUKAz 5: (i) VIME: lim,, , f(z) = A4, lim,,,9(z) =B, A< B.
Zvolim: € > 0 takové, aby U, N UG = @.
Potom 36 > 0 tak, 7e f (P;’a)) C Uy, g (Pg,)) C Ugy, odkud jiz tvrzent plyne.
(ii) Plyne ihned z (i), je to totéz - (obracend implikace mezi negacemi).
(iii) Zvolim: € > 0 takové, pak 36 tak, 7e f (P5,)) C Usykeg (Ph)) C Uy =

h (Pga)) C Uy,
0

sin x
cos T

PRIKLAD 6: sinz,tanz =

na (0,%) :sinz <z <tanz & lim, ,qcosz =1

limg_, ¢, sinz =7
siny < x < tanz :sinz

COS T . .
S i 1 S N~ sinz S : sinz __
1< §nz < oz lim, ,gcosz =1 <% <l limg o, 5% =1

sing __
. =1

Analogicky lim,_, ¢

DEFINICE 23: Rekneme, 7e funkce f je SPOJITA v bodé a € R, jestliZe lim,_, , f(z) =

f(a).
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DEFINICE 24: Rekneme, e funkce f je SPOJITA ZLEVA v bod&a € R, jestlize lim,_, ,_ f(x) =

f(a).

DEFINICE 25: Rekneme, 7e funkce f je SPOJITA ZPRAVA v bodé a € R, jestlize

limg, o, f(z) = f(a).

PozNAMKA 13: (i) Funkce je spojitd < spojitéd zleva & spojitd zprava v a.
(il) M&-li byt f spojitd v a, musi byt pfedev§im DEFINOVANA v a.
(iii) Spojitost v +00 nedéva smysl.

(iv) Funkce f je spojitd va < Ve>03d>0Vz € Pfa) = |f(z) — fla)| <€
PozZNAMKA 14: Réadi bychom védéli, jestli je spojité sloZzeni funkci fog:
lim,,,9(z) =A& lim,, 4 f(y) =B = lim,,, (fog) (z) = B. OBECNE NEPLATI

1l,z=0

PRIKLAD 7: ¢=0, f(z) = {0 40
, T

lim,_, ¢ g(z) = 0,limy_, o f(y) =0, (fog) =1 # lim,_, ¢ (fog) = 1 = vnitini funkce
nemuze byt nespojita.

VETA 6: O LIMITE SLOZENE FUNKCE. (!!!) Necht lim,_, , g(z) = 4, lim,_, 4 f(y) = B,
kde a, A, B € R*.

Necht plati alespon jeden z nasledujicich dvou piedpokladi:
(P1) A€ R& f je spojita v A,

(P2) I3n>0Vz e Py = gz) #A

PozZNAMKA 15: Pro A = +oc je to splnéno automaticky.
Potom lim,_,  (fog) (z) = lim,, 4 f (9(z)) = B.
DUKAZ 6: Necht plati (P1).

VIME: Ve > 03¢ >0 f (ugﬁ,)) C Uy (ze spojitosti f v A).
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2.2 Supremum

REALNA CiSLA - uspofddané komutativni téleso, na kterém plati axiom po supremu

Na R je déano:

relace ,<“

113

operace ,,+“,

(R, +,-) je téleso

(R,+) je Abelova grupa ,,0¢

(R,-) je Abelova grupa ,1¢

antisymetriez <y&y< z = z =y

dichotomie z <y Vy< z

tranzitivita s <y &y < z = <2

16
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AxiomM 1: AXIOM O SUPREMU Jestlize mnozina A C R je shora omezend (tj. 3 K >
0Vz € A:z < K) aneprizdné, potom existuje G takové, 7e

(i)Vz e A: 2 < G (G je HORNI ZAVORA mnoziny A).
(i) VG <Gz > G :z € A (G je NEJMENS{ HORNI ZAVORA).

(ii) Potom G nazyvdme SUPREMUM MNOZINY A, zna¢ime

G = sup A.

P0OzZNAMKA 16: (i) Supremum je uréeno jednoznacné.
(ii) Analogicky se definuje INFIMUM: inf A jako nejvétsi dolni zvora.

(iii) sup A nemusi byt prvkem A!!!
PRIKLAD 8: A=(0;1),supA=1,infA=0;{0;1} & A

PRIKLAD 9: (i) A={Z},neN}
sup A = 0, max A—3

infA=—-1=minA

(i) @ (~o0; V3] = B
sup B = \/3, max B—
B neni zdola omezens

VETA 7: ARCHIMEDOVA VLASTNOST.Vz € RAn€ N:n>zx

DUKAZ 7: SPOREM. dz € RVne N:n<uz.
Potom: N je shora omezend (a neprdzdnd) = 3G =supN
Tedy: Vne N= n< G
neN= (n+1)e N= (n+1)< GVne N

Tedy: Vne N: n< G -1 =SPOR.
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VETA 8: (HustoTA Q R\ Q) Necht —oc0 < a < b < +0o0, pak F¢,r € (a;b) takové,
zeqge Qre (R\Q).

DUKAZ 8: PRES V7.3n> -, tedy b—a> %, tedy 3m € Z tak, e a < = < D.
Z pravé dokdzaného plyne, ze Fq1,q2 € Q N (a;b),q1 < go.

Poloz r = q1 + 22 Pak r € R\ Q&r € (a;b).

VETA 9: (O EXISTENCI n-TE ODMOCNINY.) Necht n € N a z € [0; +00). Pak existuje
pravé jedno redlné éislo y € [0; +00) takové, ze y™ = x.

DUKAZ 9: Definujeme M; = {y € [0;+00) : y" < z}
My ={y € [0;+00) : y" = x}
M, ... shora omezend (éislo 1 V &islo ) = mé supremum 3y, = sup M,
M, ... zdola omezend = ma infimum 3y, = inf M,

TVRDIM: yf <z < y?

DtkAz TvRDIM: SPOREM: Necht y7 > z. Pak dle V7 3k : k > "y,l‘z{i: (%)
Z (11) SUPREMA plyne, 7e 3h € M1 & h>y — ;.

Potom

yr—z < yP—h" = (i —h) (Yl +. A < (pi—h) ey < Eoneyt T <yt —a

PoOzNAMKA 17: yp—z < y? —h"... nebot h € M; atedy h" < z
Yyt —h" = (g1 — h)(yP ' + ...+ h"Y) ... algebraicky vzorec

(yp~'+...+ A" ...n &ent
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yr—h"=(y —h) P+ ..+ < (yy — h) -yt .. hruby odhad

(yi—h) n-yp " <i-n-y™' ... neboty —h<;

%-n-y{‘_1<y{‘—x e (M)

= yP —z < y?" — 2. SPOR. (dikaz levé ¢asti TVRDIM.: yI < z ).
Analogicky z < y5.
Celkem y7' < z < y3.

Z vlastnosti supréma y" = = = y7, tedy y; > va.

VETA 10: (MONOTONNI FUNKCE MA JEDNOSTRANNE LIMITY.) Necht f je monoténni
funkce na (a;0), a < b& a,b € R*. Pak 3 lim,_, ,, f(z),lim,_,,_ f(z).

DUkAz 10: Necht f je neklesajici.
Oznalme A = {f(z),z € (a;b)}; G=1inf A

Zvolme € > 0. Dle (ii) infima vime, zZe y € (a;b) takové, Ze f(y) € (G; G+e¢). Protoze
f je neklesajici, tak V 2z € (a;y) = f(2) € Ulc)-

Polozime y —a = 4§, pak Vz € Pi(a) = f(z) € Uiy = limgyq, f(z) =G.

Analogicky pro ostatni p¥ipady (b, nerostouci funkce, lim = +00)

DEFINICE 26: (R0OZSIRENI POJMU SUPREMUM.) Je-li A shora neomezend, pak klademe
sup A = +o0.

Je-li A zdola neomezend, pak klademe inf A = —o0.

Je-li A = @, pak klademe sup A = +o00,inf A = —o0.

PozNAMKA 18: Pokud A # @, pak inf A < sup A.
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2.3 Posloupnosti realnych cisel

DEFINICE 27: Po0sLOUPNOST je funkce na N (f : N —» R). Znadime {a, }nen

DEFINICE 28: Rekneme, %e posloupnost {a,},cn ma limitu A € R*, jestliZe plati

Ve>0dng€ Nn>ng = a, € Z/{(EA).

PRIKLAD 10: /n,lim, , o ¥/n = 1.
DUKAZ PRIKLADU: /n > 1Vn {/n=1+kn
n = (1+kn)"
SPOREM. Necht lim,,_, o {/n # 1, pak 3n; : by, > €

e2nj(n;—1) n;—1

= nj = (I4+kn)™ > (14€)" > 1+en;+—5— > nje (1+ 5 e) oo

SPOR PRO VELKE 7.

PozNAMKA 19: NEGACE: Posloupnost nem4 limitu A, jestlize e > 0Vny € N3in >
Ng: an & Uy

DEFINICE 29: Rekneme, %e posloupnost {b;}{2 je vybrana z posloupnosti {a,}12 (tj.

je podposloupnost {a,}), jestliZe existuje rostouci posloupnost {n;}% tak, ze {b;} =
{an, }, k€ N.

PozNAMKA 20: Ekvivalentni vyrok posloupnost nemé limitu:

{an} nemd lim = A < Je3 vybrand posloupnost {an, };2) tak, 7e an, & Ufy.

., . lim, , o /n=1 a,=Yn=1+4,
PRikLap 11z (i) necht nemalim = 1,pak Je,nk :a,, >1+¢
= /N 2 1+e€

ng > (14 €)™ > 1+ nye 4 @2l
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> nyle+ €2 - 221 V k SPOR.
(i1) limy, oo (—1)™ neexistuje (-1, 1, -1, 1, ...)
(i) a>0 = lim, , o a=1
a>1: 1< ¢/a< /n (pro dost velké n se RHS — 1 = policajti)

a<1l: lim,_ o % =1 (aritmetika limit)

PozNAMKA 21: Pro posloupnosti plati véty o limitach, které zndme pro funkce, najmé
pak:

(i) jednoznaénost limity,
(ii) limita & uspofadéni,
(iii) aritmetika limit,

(iv) kazd4 monoténni posloupnost m4 limitu.

DEFINICE 30: Jestlize méa posloupnost vlastni limitu (tj. A € R), pak fikidme, %e po-
sloupnost KONVERGUJE k ¢islu A. V opaénych piipadech diverguje.

VETA 11: (O LIMITE A OMEZENOSTI.) KaZd4 konvergentni posloupnost je omezen.

DUKAZ 11: Necht a, = A € R ... konvergentni.
ZVOLME € = 10. K tomuto ¢ Ing € N Vn >ng: |a, — 4| < 10.
Potom |a,| < |A| + 10 pro n > ng (trojihelnikovd nerovnost)
|an| < maXm=1,... no |Gm|, 7 < no.
Tedy Vn € N: |a,]| < K, kde definujeme K = max{|ai|,...,|an|,|A| + 10}. Tedy

posloupnost je omezena.
O

VETA 12: (O LIMITE VYBRANE POSLOUPNOSTI. ) Necht lim,, , ,,, a, = A € R* a necht
{an, }325 je vybrana z {a,}. Pak limy_, 1o an, = A.
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DUKAZ 12: Zvolme € > 0. Knému dAnyVn>ny: a, € Z/{(EA).

Zvolim ky € N tak, aby ng, > no. Pak nutné Vk > ky 1 ng > ng, > no, a tedy
Uny, € Ufyy-

O

VETA 13: (O LIMITE SOUCINU OMEZENE A MIZEJ{CI POSLOUPNOSTI.)

Necht lim,, 400 6, = 0 (mizejici posloupnost) a {b,} je omezend (V3: nemusi mit
limitu, a tudiZ to nejde z véty o aritmetice limit). Potom lim,_, ;o anb, = 0.

DUkAZ 13: POzOROVANI: lime, =0 < lim|c,| =0 (tj. A= |A|) (V{cn})
VIME: 3K >0: |b,| <K Vne N
= 0 < [anb] < |an] - [bu] < lan] - K
(policajti) = limy,_, o0 |anbn| =0
(POzZOROVANI ) = lim,,_, o apb, =0

P0OZOR NA DETAILY!!!

VETA 14: (O LIMITE PODILU KLADNE A MIZEJICI POSLOUPNOSTI.)

Necht lim,,_, ca, = A € R*, A > 0. Necht lim,,_, .o b, = 0. Necht Any Vn > ng:
b, > 0. Potom lim,,_, » ‘g—: = +00.

DUKAZ 14: Polozim A = min{A4,1}. Potom 3n; Vn >n, : ap > % > 0.

Zvolim K > 0. Chci dokazat, Ze k tomu K Iny: Vn>ny: g > K (= limy,_, o o=
+00)

Vime, 7e dns Vn2n3:0<bn<%.

= K. To jsme chtéli

;\a»\w\a»

Polozme ny = max{ng,ni,ns}, pak pron > ny : 2= >
dokazat.
L]
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DEFINICE 31: Jestlize {a,} je shora omezend, pak miZeme definovat posloupnost
{bx} : by, = sup{an, n > k}.

Jestlize {a,} je zdola omezend, pak mlZeme definovat posloupnost
{ck} : ax = inf{an, n > k}.

POzZNAMKA 22: POZOROVANI:
Vidy: {bx} > {bx+1} ({bx} je nerostouci)
{er} < {exs1} ({bx} je neklesajici)
{er} < H{aw < {br}
Tedy existuji lim b, lim ¢ (jsou to monoténni posloupnosti.)
Definujeme:
limsup,,_, , o @ := limy_,; by, (limes superior)
liminf, o @y := limg_, o ¢ (limes inferior)

Neni-li {a,} shora (zdola) omezend, pak klademe limsup a,, = +oc0 (liminf a, = —oc0)

PozNAMKA 23: (i) limsup a liminf existuji vidy, i kdyZ neexistuje lim.

(ii) znaéeni lim = lim sup, lim = liminf radéji nepouzivat !!!

PRIKLAD 12: (i) {an} = {-1,0,1,-1,0,1,...}: lim neexistuje, ale limsupa, = 1
liminf a, = —1.

(i) {a,} = %: limsup a, = liminfa, = lima, = 0.

VETA 15: (O VZTAHU LIMITY A limsup A liminf.) Necht {a,} je posloupnost a A € R*.
Pak lim,_, ca, = A < limsup,_, 0, =liminf, ,, a, =

DUkAzZ 15: ,=“ Nechf A € R, zvol € > 0, pak Ing Vn > ng : |a, — A| < ¢, tedy
A—e<a,<A+e

Tedy specidlné A —e < cpy <bp, <A+e =
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= limsupa, = liminfa, = A. (nebof ¢,, < ¢, <b, < by, V1> mny)
Necht A = oo, pak limsup = oo, nebot {a,} neni zdola omezena.
Zvol K >0,dngVn2>ny:a, 2K = ¢y, > K,cp 2 cpy > K

= limc¢, = c0 = liminfa, = cc.

A = —oo analogicky.
<=“Ae RVne N¢, <a, <b, = a, = A (véta o policajtech)
A =00 ¢, < ap limy o ¢y =00 = a, — oo (limita a uspofadani)

A = —oo: analogicky

DEFINICE 32: Rekneme, 7e A € R* je HROMADNOU HODNOTOU POSLOUPNOSTI {ay,},
jestlize existuje vybrand posloupnost {a,,} takova, Ze limy_, » a,, = A. MnoZinu vSech
hromadnych hodnot zna¢ime H({a,}).

PozNAMKA 24: (i) H({a,}) C R* (miZze se stat, 7e +oo € H({a,}))
(ii) Jestlize 3 lim,_, o, a, = A, pak H({a,}) = {A} (jednoprvkovi)

PrfkLaD 13: {a,} ={0,1,—,0,1,-1,...}, pak H({a,}) = {0,1,-1}
{sinn}

VETA 16: (O vzTAHU limsup (liminf) A #H({a,}).) limsup,,_,. o a, = maxH({a,})
liminf, o a, = min H({a,})

DUKAZ 16: staci pro limsup: ozna¢me A = limsup,,_,, , a, € R*

TVRDIME:

e Aec H({an})
eac R, ae H{an}) = a <A

o Ac ’H({an})
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Je-li {a,,} shora omezend, pak mame {b;} = sup{a,,n > k}
Definujeme My = {m > ng_1,bn,_,+1 > @ > bn,_,+1 — %}
Ozna¢me ny = min M = méame vybranou posloupnost {a,, }.

VIME: by, > an, > bn, — 5 (nebot by, < by, ,+1)

1
k

(policajti) = A € H({a,})

eac R, ae H{a,}) = a<A

a€ H{an,}) © Fa,, —a
Uny < Ty,

(limita a uspofadédni) = a < A

VETA 17: (BOLZANO - WEIERSTRASSOVA VETA.) Z ka?dé omezené posloupnosti lze
vybrat konvergentni podposloupnost.

DUkAz 17: H({a,}) # @ (napt. limsup,,_, . a, € H({a,}))

{an}omezen = H({an}) CR

JA€ R& Ja,, — A

VETA 18: (BoLZANO - CAUCHYOVA PODMINKA.) Posloupnost {a,} mé vlastni limitu
pravé tehdy, jestlize plati BOLZANO-CAUCHYOVA PODMINKA:

Ve>0dnoe NVm,ne N, m,n > ng

|am — an| < €

DUkAz 18: Nemusim znét hodnotu limity.

»2=“ Necht 4 A =1lim,,_, a,, A€ R
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VIME: Ve >03ng Vn>ng |a, — Al <€

ZvoLiM € > 0. K nému I ng (viz vyse).

Necht m,n > ngy, potom

lan, — | = |an — A+ A — an| < |an — A + |an, — A < 2¢|

Tvrzeni plyne z poznamky o epsilonech.

w<=“Necht Ve>03IngVm,n>ng: |a, —an| <e€

Specidlné pro ng plati: Vn > ng = |a, — ap| < €

Tedy ap, —€ < ap, < ay, +€Vn2>ng

Tudiz také an, — e < cp < ap <bp < ap, +€

Protoze a,, € R, limb, € R limc¢, € R

Déle: limsup,,_, o @ — liminf,_, o < (an, +€) — (an, — €) = 2¢
= Ve >0 limsupa, — liminf a, < 2¢

= limsup,,_, ., @np, = liminf,_, o a,

d lima, € R

VETA 19: (HEINEHO VETA.) Necht f je funkce definovand na néjakém prstencovém
okoli Pfa) bodu a € R*. Necht A € R*, potom jsou nasledujici dva vyroky ekvivalentni:

(i) limg,, f(z)=A
(ii) V {z,} takovou, ze
e 1, € DfVne N,
o lim,_, oz, = a,
ez, #aVne N,

plati:

lim,, o f(zn) = A.
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DUkAz 19: (i) = (i)

Zvolme € > 0, pak k nému dle (i) 3§ > 0

(%) f(Py) C Uy

K tomuto d > 0pak Ang € NVn>ng: z, € Z/{(‘sa).

Protoze ale z,, # a, tak z, € Pfa)

Tedy dle (*) f(zn) € Ufay € RV n > ng, a tedy plati (ii).

(i) = (i)

SPOREM. Nech( lim, , f(2) # A, tj. 3¢ > 0¥ 35 > 0 & = 2y, 2, € Py NP

1
({(zn) ¢ Uty . Potom {z,} C Dy, z, # a (zn € Pp;y) alimz, = a, nebot |z, —a| < L
— U.

Pfitom lim,,_, o f(z,) # A

SPOR s (ii).

PozNAMKA 25: V19 - uplatnéni p¥i spojitosti: V19 plati i pro jednostranné limity. Pak
ale z, > a, z, < a atd.

PozNAMKA 26: Disledek V19: HEINEHO ,,DEFINICE“ SPOJITOSTI. Funkce f je spojitd
v bodé a € R pravé tehdy, kdyz

Ty € Dy, zp = a = f(zn) — f(a)

(tj. Hmy,y oo Tp, = @ = limy,, o f(zn) = f(a))

2.4 Hrubsi vlastnosti spojitych funkci na intervalu.

DEFINICE 33: FUNKCE f JE SPOJITA NA (a;b) , jestlize je spojitd v kazdém bodé = €
(a;b).
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DEFINICE 34: FUNKCE f JE SPOJITA NA [a;b] , jestliZe je spojitd v kazdém bodé z €
(a; b), spojité zprava v a a spojité zleva v b.

DEFINICE 35: FUNKCE f JE SPOJITA NA (a;b] , jestlize je spojitd v kazdém bodé z €
(a; b) a spojité zleva v b.

DEFINICE 36: FUNKCE f JE SPOJITA NA [a;b] , jestliZe je spojitd v kazdém bodé z €
(a; ), spojité zprava v a.

VETA 20: (DARBOUXOVA VLASTNOST SPOJITYCH FUNKCI.) Necht f je spojitd na
intervalu [a,b] a necht BUNO f(a) < f(b). Necht y € (f(a); f(b)). Pak 3z € (a;b)
takové, ze f(z) = y.
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VETA 21: (SPOJITY OBRAZ INTERVALU.) Spojity obraz intervalu je interval (nebo 1
bod).

DEFINICE 37: Necht f je redlnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva v
a € A svého MAXIMA VZHLEDEM K A, jestlize f(a) > f(z) Vz € A.

DEFINICE 38: Necht f je redlnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva v
a € A svého MINIMA VZHLEDEM K A, jestlize f(a) < f(z) Vz € A.

DEFINICE 39: Necht f je redlnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva v
a € A svého OSTREHO MAXIMA VZHLEDEM K A, jestlize f(a) > f(z) Vz € A.

DEFINICE 40: Necht f je redlnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva v
a € A svého OSTREHO MINIMA VZHLEDEM K A, jestlize f(a) < f(z) Vz € A.

DEFINICE 41: Necht f je redlnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva v
a € A svého LOKALNIHO MAXIMA VZHLEDEM K A4, jestlize 36 > 0: Vz € Uly=f(a) >

f(=).

DEFINICE 42: Nechf f je realnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva
v a € A svého LOKALNIHO MINIMA VZHLEDEM K A, jestlize 3§ > 0 : Vz € Z/{(‘sa):>

fa) < f(=).

DEFINICE 43: Nechf f je realnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva
v a € A svého OSTREHO LOKALNfHO MAXIMA VZHLEDEM K A, jestlize 36 > 0:Vz €

Z'{(‘sa):> f(a‘) > f(IE)

DEFINICE 44: Necht f je redlnd funkce, A C Dy, a € A. Rekneme, %e funkce nabyva v
a € Asvého OSTREHO LOKALNfHO MINIMA VZHLEDEM K A, jestlizedd > 0 :Vx € Z/{(‘sa):>

f(a) < f(z).

VETA 22: (SPoJITOST A EXTREMY!!!) Necht f je spojitd funkce na uzavieném inter-
valu [a; b]. Pak f nabyva na [a; b] svého maxima i minima.
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DUKAZ 22: Definujeme A = {f(z),z € [a;b]} ... obor hodnot H;
Ozna¢me y = sup A.
Pak (z (ii) suprema) existuje posloupnost {z,} C [a;b] takovd, ze lim,_, o, f(z,) = y.

ProtoZe {z,} C [a;b] = {z,} je omezend. Tedy dle V17 existuje vybrand posloupnost
{zn,}, kterd je konvergentni (md limitu): lim,,_, o z,, = x. Co déla posloupnost {f(z,)}?

a] Protoze f(zy,) je vybrand z f(z,), pak lim,_, o f(zn,) = .
b] Protoze f je spojité, plyne z disledku V19, ze limy_, o f(z,,) = f(z).

a] + b] = f(z) =y (véta o jednoznadnosti limity posloupnosti.)

VETA 23: (SPOJITOST A OMEZENOST.) Spojitd funkce na uzavieném intervalu je ome-
Zena.

DUKAZ 23: Dle V22 3 2, Tynae takové, ze {f(z),z € I} C [f(@min); [ (Tmaz)]-

PozNAMKA 27: Pozor na podstatnost predpokladi ve vétach V22 a V23!!!

VETA 24: (O SPOJITOSTI INVERZNI FUNKCE.) Necht f je spojita a rostouci na Z. Pak
inverzni funkce je definovand, spojitd a rostouci na f(Z).

DUKAZ 24: Je definované a rostouci — DCV.
Z¥ejms je f~! definovand a rostouci na f(Z). Dokdzeme, Ze f~' je spojita.
Necht y € f(Z). Pakdz € Z:y= f(z) atedy z = f~'(y).
Necht z je vnitini bod intervalu Z.

Zvolme € > 0. Najdu z1, o tak, aby z1 < & < x9: (21,22) C Uy

Zvolim & > 0 tak, aby Up,y C (f(z1); f(@2))-

Potom: /! (Uf,)) € f (F(w1); F(22)) = (w13 32) CUG) =Uyr,y) = " Je spojita.
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2.5 Zavedeni elementarnich funkci.

Elementéarni funkce (transcendentni funkce)

e exponencidla, logaritmus, obecné a®;a > 0
e trigonometrické (sinz, cosz, tg z, cotg x)
e cyklometrické (arcsin z, arccos z, arctg x, arccotg )

e hyperbolické sinh x, cosh z, tgh z, cotgh =

Nova ¢isla, naptiklad e, 7
Problém: co je vétsi? e™, €

e = cosx +isinz

VETA 25: (ZAVEDEN{ EXPONENCIALNI FUNKCE.) Existuje pravé jedna redlna funkce
,exp“, exp : R — R takova, Ze plati

(i) exp(z +y) =expz -expy Vz,y € R.

(i) expr >1+zVze R

vztah:
expz = lim,_, » (1 + %)n, z € R
a 7e tato limita existuje Vo € R

Potom definujeme e := exp(1) = lim,_, o (1 + £)" a piieme expz = €®.
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e exp(0) =1 ; exp(0 + 0) = exp(0) = exp(0) - exp(0) = exp?(0);

N exp(0) = 0 = nevyhovuje (ii)
exp(0)

o exp(—zx) exp ooy 1 = exp(0) = explz + (—2)] = exp(z) - exp(—z)
e exp(z) # 0; disledek predchoziho

e lim, , exp(z) =0; plyne z exp(—z) = exp(  a pfedchoziho

e exp(z) > 1 Vz > 0; opét ihned plyne z (ii)

e exp(z) /*NAR;, 2 <y, PAKy—2z >0

32

20lv) _ exp(y—x) > 1 = exp(y) > exp(z) ... POUZE PRO TAKOVA z, PRO KTERE

exp(z)
exp(z) = 0

e lim, ., eXp(:)_l =1
1+ z < exp(z)
l—-z<exp(—z) Vz e R

1+ <exp(—z)=_1

= 1+z<exp(z) <+ Vze (-1;00)

z <exp(z)—1

IN
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| ‘»—‘
8

|
—_

Il

‘a
~
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N
8
m
)
o@n
SN——”’

=1< e"p(wﬁ < ;L ... POLICAJTI
e exp(z) JE SPOJITA NA R.

NECHT a € R.

lim,_, 4[exp(z) —exp(a)] = lim,_, , exp(a)-[“=2=-(z—a)] = 0 (exp(a) — exp(a); &

L;(z—a)—0)
[= JE SPOJITA, NIKDY # 0, 0 < Hf < 00 = NEPOTKA SE S 0.]

e exp(z) >0 Vz € R; DARBOUX

e exp(z) JE ROSTOUCI NA R; VIZ VYSE

e exp(z) = lim,, (1 + %)n, z€e R
(1) = 1+ £ < exp(2) = [exp(z)]

(UMOCNENIM) = (14 £)" < exp()
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1—2< —_z) = L
(1) = 2 < exp( n) —

Bl

NECHT n > |z| (z JE PEVNE ZVOLENE CiSLO € R)
(1-2)"" > exp(z) (PRO n > |2|)

(1+2)" <exp(z) < (1—%)™" /: LHS

n
12(1+ﬁ—§) >1- %

DUKAZ EXISTENCE:

T... PEVNE = (1+ £)" ' POSLOUPNOST

Cuct: (1+2)" > (14 -2)""" (STASf PRO DOST VELKE n)

n—1
T (14+2)" > (1+:2)" (1427

T (e 20)" 2 i (PRO > o+ 1)

BERNOULLI VE TVARU:

y">1+n(y—1)Vy>0

= LHS > 1+n (%2 )

=1—n+n7_”1’_fw(n—1)

(n—1) 22 —1] = (n —1)—— = RHS

n+z—1 n+x—1

Vz € RIE (14 2£)" OMEZENA POSLOUPNOST
1. KROK: 1 —2 < (1+ %) " Vz Vn > |z| - DCV
2. KROK: dosad do 1. kroku z = =, m € N, m > |z|

=1-2< (1+#)_n‘v’m,n velké

z
m

= (1+-2)""<(1-£)"Vm,n> |z

33
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= zafixovat m a posleme n — oo

= omezenost vybrané posloupnosti, coz sta¢i diky monotonii.

n

DEFINICE 45: Znadime: exp(z) = €%, kde e = lim,,_, (1 + %)
DEFINICE 46: Definujeme funkci ,log“: log : (0; 00) — R jako inverzni k funkci exp.

DEFINICE 47: Definujeme a® = €*%% ¢ > 0,b € R

PozNAMKA 29: (i) ovéite si, Ze plati obecnd pravidla pro poéitani s mocninami.
b = @ % abe = ()% (a - b)° = a° - b°
(ii) log je funkce rostouci a spojitd (V24) na Dy = (0; 00)
(iii) log(z - y) = logz + logy
log(1) = —logz
log(z) <z —1VYz € (0;00)
(iv) limg_, ¢ H'Tw =1
lim, ,; 55 =1

IE2 — e2logw — elogw—l—logw =z

VETA 26: (ZAVEDENI FUNKCI sinz A cos z.) Existuje pravé jedna dvojice funkei (S, C),
S,C : R — R takovych, ze:

(i) S(z +y) = 8(z)C(y) + C(2)S(y)
C(z +y) = C(z)C(y) — S()S(y)
(ii) S je lich4 na R
C je suda na R

(iii) C > 0 na (0,1)
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C1)=0

5(x)

Pak existuje lim,_, ¢ =, ozna¢me ji symbolem 7.

DEFINICE 48: sinz :=S (2)

cosz :=C (&)
DUKAZ 26:

e S5(0)=0
S(2z) = 2S(z)C(z)

C(2z) = C?*(z) — S?(x)

5
C0) _0=C=0&S5=0

SPoR s (i) = C(0) = 1
BoNus: $2(z) + C2(z) =1V z

S(3) =7 C3) =

SW) =25 (3)C(5) = C(5) =0=5(3) =1

e DEFINUJEME INTUITIVNE HODNOTY S,C vV BODECH k - 27" (indukci ze séitacich
vzorcl)

e VZORCE PRO POLOVICNI ARGUMENT:
S (

o

)=/

N8

) = 1+(2:(w) atd.

N8
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e z€ (0,1), 3{z,} — = DYADICKA, DEFINUJEME
S(z) = limy,_, o S(zy,)
C(z) = limy,_, o C(zy,)

e lim, ,C(z) =1

1+an

5 = limy oo 0 = 1

rekurentni posloupnost a,.; =

e S JE RosTOUCE NA (0, })

z,y,z—y € (0,3)
S(z —y) = S(z)C(y) — C(z)S(y) < S(z) ... monotonie
S(z)C(y) =< 1, C(z)S(y) =>0
C(1) = C*(5) - (§) =0-1= 1
e C(1) = —1 (,,1 - periodicita“)
e S(z+1)=S(X)...C(1) — C(X)...S(-1) = =S(z) (C(1) = —1,5(1)
e S(z +2) =S(z)) (,1 - periodicita®)
* S(; —2) =Cl))
(5 —2) =5 (2) C@) - € (3) S(&) = C(@)
$(5)=10() =0
e lim, ,,C(z) =1= lim, ,,S(z) =0 = S SPOJITA Vv 0
= lim,_, , (—s(z) — 5(a)) = lim,_, 4 25 (%52) C (%2) =0

5(55%) =0:0(75¢) < 1

S(z)

e Jlimy o=~

definujeme T(z) = & 2 ¢ (0;1)

_ TE)+T(y)
T 1-T(2)T(y)

cvieni: T(z + y)
= S(z +y) < S(z) +5(y), T(z +y) = T(z) + T(y)

= T2 -k)>k-T(2™™) >kS(2") >S2™" -m)- EVkme N

T (%) > % V z,y dyadické, ze spojitosti Vz € (0;3)

1)

36
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=>7r>¥‘v’x

> % = T(w)f(w) > 7 - C(z) policajti: 7 - C(z) = 7 = w -7
L]
spojité
, . omezené , L ,
PozNAMKA 30: sinz, cosz e funkce na R, pro které plati zakladni
27 - periodické
7 - antiperiodické
limity:
lim,,_, o S22 = 1
limg o 52 = §

DEFINICE 49: tg z:= 222 g R\{% +kr, k€ Z}

C

PozNAMKA 31: tg z je na svém definiénim oboru spojity (TG NENI RosTOUCI!!! ) a 7-
periodicky

DEFINICE 50: cotg z := 2 ¢ € R\{kn, k € Z}

sinz’
PozZNAMKA 32: cotg z m4 obdobné vlastnosti jako tg =

DEFINICE 51: arcsinz =sin" 'z

arcsinz =y < r =siny, y € [g, g]

Pak arcsin z je spojity na [-1; 1], rostouct, lim,_, o 202 = 1

PozNAMKA 33: Inverzni funkce pouze k prostym funkcim!!!

DEFINICE 52: arccosz = cos 'z

arccosz =y & v =cosy, y € [0;7], kdy z € [-1;1]
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DEFINICE 53: arctg z =tg ~lz

arctgr=y < r=tgy,y€ R ze (-53)
POZNAMKA 34: arctg z je spojita

DEFINICE 54: arccotg z =tg ~'z

arccotgz =y < r=cotgy,y € (0;7),z € R

PozNAMKA 35: (i) cyklometrické funkce (arcsin z, arccos z, arctg x, arccotg z) jsou na
svych defini¢nich oborech spojité (u arcsin z, arccos véetné +1) a monoténni.

sinz
z

arcsinz _ 1

=lim,_, ¢ po

=lim,_,

(i) limg_, oo XEBE = =T

arctg x _ w

hmw—) +0o0 z — 9

arccotg ©

limg_, o -

=7

arccotg x __ 0

hmw—> +o0 P

(iv) arcsinz + arccosz = 5, Vz € [—1;1]
arctg v + arccotg z =7, Vr € R

(v) sinz, arcsin z, tg z, arctg z jsou liché
cos z, cotg x jsou sudé

arccos x, arccotg = nejsou ani liché, ani sudé
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sin x

0.5

arcsin x
1.5

+

0.5
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COSs X
3 2 1
—0.5i
14
arccos x
3]
1
0.5
e T
X

40
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189
8:
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819

8-
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sinh x

10-

argsinh x
3
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cosh x
3]

2.5
2]

Y151

argcosh x
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cotgh x

argcotgh x
gsig
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2.6 Derivace realnych funkci.

DEFINICE 55: Necht f je redlnd funkce, a € R, a € Dy. Pak fekneme, Ze f mid v a
DERIVACI f'(a), jestlize existuje limita:

@) — i L@ = 1@,

h—0 h

DEFINICE 56: Necht f je redlnd funkce, a € R, a € Dy. Pak fekneme, Ze f mid v a
DERIVACI ZPRAVA f' (a), jestliZe existuje limita:

@) = tim L0 D 1@

h— 0+ h/

DEFINICE 57: Necht f je redlnd funkce, a € R, a € Dy. Pak fekneme, Ze f mid v a
DERIVACI ZLEVA f’ (a), jestliZe existuje limita:

@t TR 1@

h—0_ h

PozNAMKA 36: f(z) = |z|, fL(0) =1, f.(0) = —1, f'(0) neexistuje

P0OzZNAMKA 37: (i) DERIVACE NEMUS{ EXISTOVAT

vlastni, f'(a) € R
f(a) = 400
(a) = —o0

existuje

lim,_, , f(x) nevlastni {

neexistuje
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: S 0+h)—s 0) _ 7 1-0 __
SGN '(a) = 400 ; sen (0+1)—sgn (0) _ S
imy,_,o_ =~ =limy,o_ =~ = +o0

(ii) 3 f'(a) = A€ R* < 3 fi(a), f (a), fl(a) =f(a)=A

(i) 11 f'(a) = limy,_, o LRI =y, J@TO)

PRIKLAD 16: (i)n€ N, f(z) =2", a € R:

) " — n . n n—1 n_aq" —
f’(a) = limy,_, ¢ w = limp,_, ¢ +a h;ll—...—I—h L

(ii) f(z) = e”

. ath_ga . h_
fl(a) = limy_, ¢ &5=% = limy_, g & L — ¢

(iii) f(z) =sinz

i in(ath)-—si : inh i h—1 R B
f’(a) = limy_, o M = limy_, o sin cosa—l—s’lln a(cosh—1) _ cos a+sin a limy,_, ¢ coshl; LIy -
cosa
DCV: cos'z = —sinz

(iv) f(z) = logx

: log(a+h)—1
f'(a) = limy_, ¢ 7°g(a+h) B9 —

log'z =1

VETA 27: (O VZTAHU DERIVACE A SPOJITOSTI.) M4-li funkce f v bodé a VLASTNI
derivaci, pak je v tomto bodé a spojitéa.

DUKAZ 27:  f'(a) = lim,_, , 127/ ¢ R

tedy: lim, , , (f(z) — f(a)) = lim, , , {9~/ (5 —g) = f'(a) -0 =0

(z definice spojitosti: lim,_,, (f(z) — f(a)) =0)
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VETA 28: (O ARITMETICE DERIVACI.) Necht existuje f'(a), ¢'(a).
(i) Potom (f + g)' (a) = f'(a) + ¢'(a), m4-li RHS smysl;
(Af) (a) = Af'(a), YA € R
(derivovani je linedrni operace.)
(ii) Jestlize g je spojita v a, pak
(fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), ma-li RHS smysl.

(iii) Jestlize g je spojitd v a a g(a) # 0, pak

/ , ,
(5) (a) = H@el=f@)g'0a "4 1 RHS smysl.

DUkAz 28: (i) - DCV.

(ii) limy,_, o f(a+h)~g(a+’fz)—f(a)~g(a) limy, .,
g'(a) - f(a) (g(a+ h) spojitd — g(a))

[f(a+h)—f(a)] ~g(a+h)2r[g(a+h)—g(a)] flath) _ f'(a)-g(a)+

(iii) g spojitd, g(a) #0 =35 >0Vz € Z/{(‘sa) : g(z) = 0. Neboli Vh € Z/{(‘so): gla+h) #0

fary -5y fla+h)-g(a)—f(a)-g(ath) [Fat+h)—F(a)]g(a)[g(a-+h)—g(a)] f(a)

= limy,_, ¢ h =limp_, ¢ h-g(a+h)-g(a) =limp h-g(a+h)-g(a)
(g(a) spojitd) atd.

O

VETA 29: (O DERIVACI SLOZENE FUNKCE.) Necht 3 ¢'(a) a necht je g spojitd v a.
(mtiZe byt ¢'(a) € R*). Necht g(a) = b a necht 3 f'(b). Potom

(fog)' (a) = f'(b) - ¢'(a), ma-li RHS smysl.
PozNAMKA 38:  (fog)' (a) = f'(g(a)) - ¢'(a)
DUKAZ 29: VIME: 3e > 0; f je definovdna na U,

36 > 0; g je definovana na Z/{(‘sa).

(i) PRIPAD: f'(b) je vlastni:
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=10, ¢ P
DEFINUJEME: F'(y) := { N ,y

f’(b)
P0OZOROVANI: F(y) je spojita v b:

(fog)' (a) = lim,_, o LEEDSEED — (g()) - £0=0@); plati pro 5 € P,

r—a

PRIPAD: (a) g(z) = g(a), pak 0 =0

STACE:lim,, o F'(g(x)) - T2 = (%)

F(g(a)) - dle véty o limité slozené funkce: F' je spojitd (viz vySe)
a F(g(z)) = f'(b)

(*): = f'(b) - ¢'(a) (existuje-li, ale to je pFedpoklad)

(ii) f'(b) = +o0, potom ¢'(a) # 0, BUNO ¢'(a) > 0

0 < ¢'(a) = lim,_, , 29798 o 900 (g jistém Py,

a tedy také g(x) # g(a) na jistém P,

(limitni pfechod z — a:) - =
o limité soucinu

(y; =>f()pr0y—>b

y(x) = gla) =bproz = a

Varianta ¢(z) se vyhyba limité.

PRIKLAD 17: (i)z>0,a€ R

@) = (e*log®) = e2loge . (logg) = 2% - L =a- 2% Vo >0
g )

8|~
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- I _ sinw)’ _ cosxcosz—sinz(—sinxz) _ 1
(11) (tg IE) o (cosw o cos? z T cos?z

DCV: (cotg x) = =

sin® x

PRIKLAD 18: (i) [sin(z2+1)) =cos(z? +1)-22Vz € R

(i) [e®2] =e®2. Lo £ T +km k€ Z

cos? z?

VETA 30: (O DERIVACI INVERZNI FUNKCE.) Necht f je spojitd a ryze monoténni na
intervalu Z. Necht a je vnitfni bod intervalu Z. Ozna¢me b bod f(a). Potom:

() jecli f/(a) € RN\{0}, pak (/) (6) = 7y

(ii) je-li f'(a) = 0 a f je rostouci (klesajici), pak (f~!)' (b) = +o0 (—00).

DUKAZ 30: dle V24 je f~' definovana, spojitd a ryze monoténni na f(Z) a f(Z) je
interval (V22).

Bod b = f(a) zfejmé je vnitini bod intervalu f(Z).

CHCEME: lim, ,, w (f~1(b) — a)
lim,, , 9= = f'(a)

lim,,, f~(y) = f~(b) = a (spojitost f~')
f~Hy) # f1(b) proy € Py (f~" je prostd)
VETA O LIMITE SLOZENE FUNKCE:

y—b

—1 o a
A )i = limy =g —g=ry = f'(@) proy = b

limy F~(y)
PRIPAD (1) je hotov

... hotovo dle véty o limité podilu

7 y)-f71(b) 1
b

limy -y = @

PRIPAD (11)

Y

b
o= 0
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[ je rostouci = f=!' M= vyrazy (y —b) a [f~'(y) — f~(b)] maji stejné znaménko

= lim f~! = +0

PRIKLAD 19: (i) (exp(z)) = exp(z) r € R

(exp(z)) = @ =t=y=exp(z), kdey =expz
Yy
(logz) =L 2>0
1 1

I QR QR
(log x) T oexp/(y) T exp(y)

=1 kde y =logz
1 1

(11) (arctg )I = W = COSQ(arctg IE) = m Vi e R

sin®z 4+ cos?z = 1/ : cos? 2

2

sin® z o 1 . 2
cos? z 1= cos2z/'COS ~
2 . 1
tg z+1= cos? z
cos’z=—5—-Vz:cosz#0
tg 2z+1 :

(tg x)l - cosl%v

(arctg ) = - Vz e R

241

(iii) (arccotg ) = =, Vz € R... DCV.

1+x2

(iv) (arcsin)’ = L = B —— ! = !
sin’ (arcsin z) cos(arcsin x) \/l—sin2 (arcsin z) 1—x

z e (—1;1)
cos?z+sin?z=1

cos?z=1—sin’z
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cosz=+v/1—sin?z 1! £+
pokud Z : cos > 0

specidlné: pokud Z € (=%;Z): cosz >0

ISIE]

v) (arccos) = -=L5 Vz € (—1;1) ... DCV.
Vi-z?

VETA 31: (NUTNA PODMINKA EXISTENCE (LOKALN{HO) EXTREMU.) Necht a € R je
vnit¥ni bod intervalu Z. Necht funkce f mé v bodé a (lokilni) extrém. Potom f'(a) bud
neexistuje, nebo je 0.

DUkAzZ 31: NEPRIMO: pokud a € 7 apliiuje pfedpoklady a f'(a) # @ = SPOR.

BUNO piedpokladejme f'(a) > 0

lim,, , f80=1@ > 0 na jistém P,y c 7

a

SPOR s existenci extrému

{ f(z) = f(a) > 0 na P
f(z) — f(a) > 0 na P_(a)

PRIKLAD 20: Hleddm extrémy f na Z. Z V31 lze predem vylouéit vnitini body Z, kde
3 f' # 0. ! extrém musi existovat !!!

2.7 Rolleova véta a jeji dusledky.

VETA 32: (ROLLEOVA VETA O STREDNI HODNOTE.) Necht f je spojitd na omezeném
uzavieném intervalu Z = [a;b]. Necht 3 f'(z) Yz € (a,b). Necht f(a) = f(b). Pak
3¢ € (a,b) tak, ze f'(§) =0

DUkAz 32: Musi platit v8echny tfi pfedpoklady!!!
f spojita na [a; b].

Necht f je konstantni (f(z) = f(a) Vz € [a;b]). Pak tvrzeni plati trividlné.
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Necht 3z € (a,b) tak, ze f(z) # (a) Potom 3¢ « (a;b) takové, Ze f mé v £ lokélni
extrém. Vime, ze 3 f'(£). Pak uvnitf f/'(§) =

O

VETA 33: (LAGRANGEOVA VETA O STREDNI HODNOTE.) Necht f je spojita na [a;b],
) =

necht 3 f'(z) Vx € (a;b). Potom 3¢ € (a;b) tak, 7e f'(£ bl)) fa)

DUKAZ 33: Definujme funkci F piedpisem F(z) = f(z) — f(a) — LO=1@ . (5 _q).

Pak F(a) = F(b) = 0. Déle: 3 F'(z) Yz € (a;b).

7 V32: 3¢ € (a;b): F'(€) = 0. Ale F'(€) = f/(¢) — f0=f@ —

VETA 34: (CAUCHYOVA VETA O STREDNI HODNOTE.) (Mean Value Theorem.) Necht
f, g jsou spojité na [a,b], necht 3 f'(z) YV € (a;b), necht 3 ¢'(x) vlastni a nenulovd
Ve (a;b).

. v FO)—f(a) _ f'(§)
Pak 3¢ € (a;b) tak, 7Ze OEOBREIGL

DUKAZ 34: V32 = g(b) # g(a) (jinak 3¢ : ¢'(€) = 0).
Polozme H(z) = (f(z) — f(a)) (9(b) — 9(a)) — (9(z) — g(a)) (f(b) — f(a)).
Pak H(a) = H(f) = 0.
H'(z) - f'(z) (9(b) — g(a)) — ¢'(z) (f(b) — f(a)) € R* (je definovéna)
f'(z) € R (9(b) — g(a)) € R\{0} = € R*
g(z) e R (f(b) — f(a)) € R

V32 = 3€€ (a;b) H(E) =0= J;I(g) - J;(”)—f(a)
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VETA 35: (L’HOSPITALOVO PRAVIDLO.) Necht a € R*. Necht existuje lim,_, , %

(f, g redlné funkce definované na néjakém okoli bodu a.)

Necht budto:

(i) limgy 4oo f(2) = limg, 100 g(x) = 0 (verze ,,3¢), nebo

né&co «

(ii) limg—s yoo |g(z)| = +o0 (verze ,%2°%).

Potom lim,_,,, % = limg_,q, g: ((g

PRIKLAD 21: (i) lim,_, 3245 # limy_,, § # 3

e ~1z ..
e o -1 1
(ii) limg— o, S&— =lim,, ¢, € /ww—Q

. 22 T 2z . .
(iii) limg y 4o ooz = My o0 Tecs, Deexistuje

1— cosw

r— smw — llmw_)o —

(iv) limg, ¢ (1;

z_1_ . z _
e?—1—=x — hmw—>0 e2w1 — %

(V) llmw_> 0

DUKkAz 35: Necht plati (i) (,3“) a necht a € R

ViME lim,_, ,, & o ; = A€ R.36>0tak, e Vo e P, I f(z), Ig'(z) #0, obs

vlastni. Dodefinuji f(z) = g(z) = 0.
Necht z € (a,a+ §), potom f, g jsou spojité na [a, z].

Navic g mé na (a;z) vlastni a nenulovou derivaci.

g

V34 = 3¢ € (a;2): % = ’;Eg:!’;((;‘)) = gég (ale £ zavisi na z : £ = £(z))!M!

Zvolme € > 0: 36y € (0;4] tak, ze L% EU y Vy € (a;a+d)

Necht z € (a,a+ &), pak &(z) € (a;a+ b)) = L; f%g € Uiy pro () aa € R

NECHT PLATI (I) A a = —oc.

Prevedeme na predchézejici pripad tim, Ze vyst2hujeme limitu.
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POZOROVANI: lim,, o A(z) = lim,_, o, h (—71) (pokud existujil!!) - Véta o limitd
slozené funkce.
1(3)
—1

Potom: lim, , g—;) = lim,_, o, e lim,_, o, % lim,_, o, g:g ; =
Yy

Necht plati (ii), jen pro 4 = lim,_, ,, J;gg € R A =400 (DCV)

Zvolme e € (0;1). Pak 36, >0V z € Pj—(a) -

fl@ _
e A‘ <e€

Zafixujeme y € Pf(a)

Zvolime d, > 0, §y < §; tak, aby % <eVze Pf(a)

Necht z € Pf(a). Pak f, g spliwji pfedpoklady V34 na [z;y].

N f@-f@) _ FO . f@) _ fw) o) 1O L £1E)
Tedy 3E € (39): @) = 7O = 90 = 30 ~ 90 7O T 76
)
@ FE e rw P ZG a6 | p) Al
Tedy |y g'(g)‘ < o () = g (g(y))‘ = o @ T
‘A f(§)‘| |
g’ (&) 6
0

VETA 36: (O LIMITE DERIVACI.) Necht f je spojitd zprava v bodé a € R, nechf existuje
limita: lim,_, o, f}(a) = A € R*. Potom existuje f!(a) = A.

DUKAZ 36:  f'(a) = lim,_, , 7977@ — (') = lim,,,, 7.
VETA 37: (O VZTAHU DERIVACE A MONOTONIE.) Necht Z C R je interval (nedegene-

rovany, tj. neni to jeden bod) a necht f je spojitd na Z. Necht 3 f'(a) v kazdém vnitinim
bodua € T
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Potom plati:

(i) Je-li f' > 0 NA INTERVALU Z, pak f je rostouci NA INTERVALU Z.
(ii) Je-li f' > 0 NA INTERVALU Z, pak f je neklesajici NA INTERVALU Z.
(iii) Je-li f' < 0 NA INTERVALU Z, pak f je klesajici NA INTERVALU Z.

(iv) Je-li f' <0 NA INTERVALU Z, pak f je nerostouci NA INTERVALU Z.

2.8 Konvexita a konkavita.

PozNAMKA 39: a— f'(a) (derivace je €éislo, f'(a) € R*)

z — f'(z) (prvni derivace jakoZto nové funkce)

DEFINICE 58: Necht 3 f™(z) vlastn{ pro = € Pfa), a € R. Potom (n+ 1)-ni derivaci f

™ (ath)— ") (a)
; .

v bodé a budeme rozumét lim,,_,

DEFINICE 59: Necht 3 f™(a) € R. Pak definujeme T, = {[z;y] € R%,y = f(a) +
fl(a‘) (IE - a‘)} (77teéna“)'

Rekneme, 7e bod [z, f(z)] grafu funkce f lezf NAD TECNOU T, jestlize f(z) > f(a)+

f(a)(z —a).

Rekneme, 7e bod [z, f(x)] grafu funkce f le#f POD TECNOU T, jestlize f(z) < f(a) +

f(a)(z —a).
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DEFINICE 60: Rekneme, 7e a je INFLEXNf BOD funkce f (f m4 v a inflexi), jestliZe
346 > 0 tak, ze [z, f(z)] lezinad T, V2 € (a — 0;a)

& [z, f(z)] lezi pod T, Vz € (a,a+ ) nebo naopak.

VETA 38: (NUTNA PODMINKA EXISTENCE INFLEXE.) Necht 3 f”(a) # 0. Pak f nemé
inflexi v bodé a.

Dtkaz 38: BUNO necht f”(a) > 0. Tedy limy,_, ¢ w > 0.
Tedy 30 >0:Vz € (a—d;a)je f'(z) < f'(a)
&Yz e (a;a+9)je f'(z) > f'(a).

Zvolme y € (a;a+ 0): Lagrangeova véta:

Potom 3¢ € (a;y) takové, Ze f(y;:(’:(“) = f'(¢)

=1 — p(¢) > f'(a).

Tedy f(y) > f(a) + f'(a)(y — a).

TakZe [y, f(y)] lezi nad T, Vy € (a;a+9).

Zvolme z € (a —6;a), pak € € (z,a): w = f'(¢) < f'(a)
Tedy (pozor (z —a < O)!!Y) f(2) > f(a) + f'(a)(z — a)
takze [z, f(z)] lezinad T, V z € (a — 6;a).

Tedy f nemé v a inflexi.

VETA 39: (PoSTACUJICI PODMINKA EXISTENCE INFLEXE.) Necht f m4 spojitou prvni
derivaci na (a;b). Necht 3y € (a;b) takové, 7e f"(z) > 0Vz € (a,y) & f"(z) <0
Vz e (y;b).

Potom y je bodem inflexe funkce f.

DUkAZ 39: Vz € (y,b) dle Lagrangeovy véty 3£ € (y;x) takové, ze f'(€) = f(w;:;;(y).
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DEFINICE 61: Rekneme, e funkce f je KONVEXN{ na otevieném intervalu (a; b), jestliZe
Vo <y<zzy€ (ab): plati fy)=fz) o f(2)=fx) ~ f(2)-fly)

y—x Z—z — z—y

DEFINICE 62: Rekneme, %e funkce f je RYZE KONVEXN{ na otevieném intervalu (a;b),
jestlize Vo <y < z, z,y € (a;b): platf L0=18) o [&=/@) o J)-1)

y—x X=X =Y

DEFINICE 63: Rekneme, 7e funkce f je KONKAVNT na otevieném intervalu (a; b), jestliZe
Vo <y<zmy € (o) plati {0TE) 5 1@ 5 [G-16)

y—x Z—z - z—y

DEFINICE 64: Rekneme, %e funkce f je RYZE KONKAVN{ na otevieném intervalu (a; b),
jestlize Vo <y <z, z,y € (a;b): plati f(y;:f(w) > [E=1@) o H)=7)

z Z—z z—y

VETA 40: (O VZTAHU KONVEXITY A JEDNOSTRANNYCH DERIVACI.) Necht funkce f je
konvexni na otevieném intervalu Z a necht ¢ € Z (vnitini bod a). Potom existuji vlastni
jednostranné derivace f}(a), f! (a).
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Pak F(z) = f(zg;’:(a) < f@-fe) F(z)Vz € (a;b)

- r—a

Tedy Vz € (a;b) F(z) > F(z) € R
Tedy F' je zdola omezend na (a;b) (napf. konstantou F(z)).
Tedy 3 lim,_, o, F'(z) = fi(a) € R

Analogicky pro f’ (a).

PozNAMKA 40: ViME: 3 f) (a) € R = f spojitd zprava v a.
VIME: 3 f' (a) € R = f spojité zleva v a.

Déle vime, ze f je spojitd v a < f je spojita zprava i zleva v a.

VETA 41: (O VZTAHU KONVEXITY A SPOJITOSTI.) Necht f je konvexni na (a;b), pak
je taky spojita na (a;b).

DUKAzZ 41: Dle V40: 3 f, f' = (viz Pozndmka vySe) = f je spojita.

PozZNAMKA 41: Pozor!!! V41 plati na OTEVRENEM intervalu.

VETA 42: (O VZTAHU KONVEXITY A DRUHE DERIVACE.) Necht f m4 spojitou prvni
derivaci na otevieném intervalu (a; b). Potom je-li f” > 0 na (a;b), pak f je ryze konvexni

na (a;b).

Necht f m4 spojitou prvni derivaci na otevieném intervalu (a;b). Potom je-li f” > 0
na (a;b), pak f je konvexni na (a;b).

Necht f m4 spojitou prvni derivaci na otevieném intervalu (a;b). Potom je-li f” < 0
na (a;b), pak f je ryze konkdvni na (a;b).

Necht f m4 spojitou prvni derivaci na otevieném intervalu (a;b). Potom je-li f” <0
na (a;b), pak f je ryze konkdvni na (a;b).

DUKAZ 42: staéi pro f” > 0 na (a;b), potom f’ je neklesajici na (a;b) - véta o vztahu
prvni derivace a monotonie.
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Zvolime z,y,z:a <z <y <z<b

f)—f(=)
y—x

Lagrangeova véta = 3¢, € (z,y): f'(&) =

g € (y;2): /(&) = f(z)—i(y) = (&> &) = f1(&) = fy)—f(=) < f)—fly) _ F1(&)

z— y—x z—y

f2) > )+ (2 - )2 ) — f(2) - (2 - 2)

)-f@) < [O—T@H NS ) pa)

z—z Z—x y—x

ANALOGICKY: f&=f@) _ f2)-f)
Z—X -y

2.9 Prubéh funkce.

DEFINICE 65: Rekneme, e funkce z — az + b, a,b € R je ASYMPTOTOU FUNKCE f v
+oo (—o0), jestlize lim,_, o (f(z) — az — b) =0 (lim,—, _o (f(z) — az — b) = 0)

P0zNAMKA 42: Funkce nemusi mit asymptotu (asymptoty). P¥iklad: cos z.

VETA 43: (O TVARU ASYMPTOTY.) Funkce f mé v +o00 asymptotu ax + b pravé, kdyz

Flimg_, oo % = a € R (vlastni limitu) & lim, , | (f(z) — az) = b € R (vlastni limita).

DUkAz 43: ,,=*“ Necht f mé asymptotu azx + b. Potom lim,_, Ha) —

x

— llmz—> +o0 (f(w)—waw—b -+ aw;—b) =0 4+ a=a.
limg s 100 (f(z) — az) = limy 4o (f(z) —az —b+b) =0+ b=0.

<= staéi druhd limita, nemusim znét lim,_, , @

lim, ., oo (f(z) —az —b) =b—b=0.
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VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE.

—_

R - e B

Dy, obor spojitosti

pruseciky se soufadnymi osami

symetrie (sudost, lichost, periodicita)

limity - i jednostranné - v krajnich bodech Dy

f'(z), intervaly monotonie, lokalni a globdlni extrémy
f"(z), intervaly konvexity a konkavity, inflexni body, Hy
fi, fL v bodech, kde neexistuji f' !!!

asymptoty v +oo

graf !!!

62
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0< (z+1)2

3 f lichd na R

2 pruseéiky [0; 0]

4 limity v krajnéch bodech - liché, stac¢i v +o0
lim,, 4o f(z) =0 =lim,, _ f(z)

5

w2 (1+a2)2 T+2? * [1-2?] — 1+a?
- @2+1)2

f'(z) = \/ 1L 204a)-%2 2 | 1-a’ 2 -sgn (1 —2?) pro z # +1

VELMI OPATRNE S FUNKCI sgN !!!
ze (-1;1) = f'(z) >0
z e R\[-1;1] = f'(z) <0

Intervaly monotonie: (—oo; —1) f N\,

(=L1) f 7
(1;400) f N\
extrémy f'(z) = 2 - ﬁf;;' # 0 = extrémy mtizou byt tam, kde neni definovina

= v 1 je lokdln{ maximum, f(1) =72
= v -1 je lokdlni minimum, f(—1) = =F

= jsou zdrovén globalni, nebot lim,_, 4+ f(z) = 0.

£.0) = z definice
’ z véty: fje spojitd na(1;1 4+ 6) = fL(1) = lim,_, 1, f'(z)

limg, 1, f'(2) =limg, 1, 757 - (—1) = 1

i+ =-1

63



KAPITOLA 2. REALNE FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE. 64

fe(+1) = -1
analogicky ﬁj; z 11 = derivace f'(1), f'(—1) neexistuje !!!
fo(-1)= -1

fl(x) = 2zsgn (1 —2%), z # £1 na (—o0; —1)

—2 V/ —2z-(—2 4z
f'=(im) = (1+g§2)2) = ez <0
na (_17 1) "= (1-7—2)2
na (1;+o0) f" = (1;1:2)2

intervaly konvexity: f” < 0 na (—oo;—1) ... N
intervaly konvexity: f” > 0 na (1;+o0) ... U
intervaly konvexity: f” > 0 na (—1;0) ... U
intervaly konvexity: f” < 0na (0;1) ... N

Inflexni bod (musi byt f” = 0) = jediny kandidat  =0: f” > O na (—1;0) & f" <0
na (0;1) = nula je inflexni bod.

H; [ZF; 2], nebot méme globalni extrémy na R (stadl spojitost f na [—1;1] & Dar-
boux)

8 asymptota; funkce f je lichd = délam jen v 400, v —o0 je symetricka

a=limw_>+oo@ =0

b=lim,, 1o (f(z) — az) =lim,, 1 f(z) =0
f mé v +o00 asymptotu 0 (konstantni nulova funkce)

9 graf
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Graf funkce

1.6
1.44
1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

2.10 Taylorav polynom.

PozNAMKA 43: (i) linedrni funkce az + b jsou polznomy 1. stupné < a # 0,
(ii) konstanty f(x) = ¢ jsou polynomy stupné 0,
(iii) f(z) =0 je polynom (stupen 0, piipadné -1),

(iv) polynomy jsou spojité funkce na R.

PRIKLAD 24: LINEARN{ APROXIMACE

f@)-P@) _ g9

lim,_, 4 o

Pokud existuje f’'(a) vlastni, pak P(z) = t(z), kde t(z) je tena f(a) + f'(a)(z — a),
spliiuje vySe uvedenou rovnost.

CiL: ziskat lep$i aproximace

fx)=1—cosz

. 2 . v/ v . — . v 7
aproximace: % je lepsi nez 0 — lim,_, ¢ f (fgj_(gg“ ... aproximace 2. fadu

CHCEME: k funkei f, bodu a a &slu n € N najit P(z) tak, aby limg_, o £ <g; -
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POZNAMKA 44: (z —a) ... na okoli bodu a ,velmi malé*
(r —a)? ... na okoli bodu a ,mnohem mensi“

(z —a)® ... na okoli bodu a ,iplné mrhavé*

IDEA: f(z) ~ag+ ai(z —a) + ax(z —a)? + ... + ap(z — a)"
PoLOZ z = a: f spojitd: f(a) = ay = ag = f(a)
derivuj f'(z) = a1 + 2a3(z — a) + ... + nay(z — a)"!

poloz z =0 f(a) = a1 = a1 = f'(a)

Ao = ‘f”2(a)

0 = 1@
_ f™(a)

n—  pl

kolem 1670 - NEWTON

kolem 1700 - MACLAWRIN, TAYLOR

DEFINICE 66: Necht f m4 na okoli bodu a € R vlastni (n+1)-ni derivaci. Pak polynom

T (f,z) = f(a) + f'(a)(z — a) + %@(IE— a)® +...

FN@

n

oy (z — a)

nazyvame TAYLOROVYM POLYNOMEM STUPNE n FUNKCE f V BODE a.
PozNAMKA 45: (i) Existence (n + 1)-ni derivace neni nezbytné nutnd (staci n-t4).

(i) Nékdy znacime jen T, (z). Toto znaeni pouzivime pouze v jasném p¥ipadé, pokud
nehrozi zmatek.

iii) T2(f, z) je polynom stupné nejvyse n.
n

() (0] = (@) + (@@ - )+ o+ f -
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(T3 (f,2)] = T (f', %)
([To(f,2)] = T \(f', )
[T (f,2)]" = T o(f", )

[T9(f,z)]"™ = f(a) = konstanta
dalsi derivace jsou jiz nulové.
VETA 44: (O NEJLEPSI APROXIMACI FUNKCE POLYNOMEM.) Necht f je redlnd funkce,

a € R, 3 f(*1)(a) vlastni. Necht P je polynom stupné < n. Potom lim,_, , % =0
& P(z) =Ty(f, z).

DUkAz 44: ,<“ indukci:
Tt (f,z) =t(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

@) _ (f(w)—f(a) N f(a)) —0

lim,_, ,

n—1=nlim,_,, 7"(9”() Tg)szf’w) =LH ,54=lim,, 4 F@)Ti(fa) 7(:”(; ’;,5 ) — (pfedchozi pozndmka
iv) = lim, , 4 % = 0 (indukéni pFedpoklad).
flz)—P(z)

=0

»= Necht P je polynom, stP < n, necht lim,_, ,

(z—a)"

P@)-Ts(f2) _

1imw—> a (v—a)

P(z)-f(z)

= lim,_, o P21 | lim, ,, J0T80) —

P@)-f@) _ o

limw—> a (w_a)n

pravé dokazaného <

Nyni sta¢i dokazat nasledujici tvrzeni:

TVRZEN{: @) polynom, stQ < n, lim,_, , (wQ_(i)n =0, pak @ = 0.

a)

Disledek: P(z) — T2(f,z) =0, tedy P(z) = T2(f, z)
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Takze V44 bude dokdzana, jakmile dokdZeme tvrzeni:

indukef: = 1 Q linedrn{ funkee, lim, ., (25 = 0, pak Q@ = 0.
— polynomy jsou spojité = Q(a) =0

Potom @ je nutné tvaru Q(z) = C(z — a), kde C € R

Dosadime:

% i, 22 — .

Tedy 0 = lim,_, ,
Tedy ¢ =0, tudiz ) = 0.
n—1=n

Necht st@ < n, lim,_, , =0.

Q=)
(z—a)”
Potom nutné (a) = 0. Tedy a je kofen @, takze (z — a) je faktorem @, to jest:

3 R(x) ... polynom stupné < n — 1 tak, ze

Tedy 0 = lim,_, , (Qi)n =limg,, ( Riz)

z—a) z—a)n—1-

Podle indukénich predpokladi R = 0 a tedy také: Q(z) = R(z)(z —a) =0

VETA 45: (OBECNY TVAR ZBYTKU.) Necht f je redlnd funkce, a € R. Necht existuje
f™+D) vlastni na Pfa), d > 0. Necht z € Pfa). Necht P je funkce spojitd na [a;z], kterd
mé v kazdém bodé y € (a;z) vlastni nenulovou derivaci. Pak 3¢ € (a;z) tak, Ze

Ri(f,9) = @) = Ta(f,0) = - PO ) o - g

DUKAZ 45: t € [a;z], definujeme F'(t) pfedpisem:

F(t) = f(z) - To(f,2) = f(@) = (FO + PO - 1) + ...+ 50 — o)



KAPITOLA 2. REALNE FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE.

e F je spojita na [a; z]. (nebof existuje () vlastni)
e F(z)=0
e F(a) = R;(f,2)

Cauchyova véta = 3¢ € (a;z) : F(§§

(F(z) =0; F(a) = R)

= F(a) = —F'(¢) - 2959 — Re(f, )

Zbyva ovétit, ze —F'(¢) = £70E (p — g)n,

n!

derivace dle ¢:

—F(€) = [-'(O) + ') — "B —1) + F()z— ) + ...

. . . . (1)
(vSechno se seZere, a7 na posledni &len:) £ o @ (5 — )"

_— f(n+1)(§) (IE o E)n

o n!

VETA 46: (LAGRANGEUV TVAR ZBYTKU.) Za pfedpokladi V45 existuje

/O - @

Rﬁ(f,x)=m

DUKAZ 46: Poloz ¢(t) = (z — )" ve V45,

VETA 47: (CAUCHYUV TVAR ZBYTKU.) Za pfedpokladd V45 3¢ € (a; z) tak, Ze
1
Ry = — f" (&) (z - €)™z — a).

T on!

DUKAZ 47: Poloz ¢(t) =t ve V45.
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POzNAMKA 46: Véta 45 platiipro z < a = [a;z] ~ [z;4d]. (a;2) ~ (z;a).

APLIKACE A PRIKLADY. (Taylortiv polynom a odhady zbytku.)

f—=Tf, z) Zf x—a)j

PRIKLAD 25: FUNKCE expz

3=0 4!

n

Tedy e* =37, j—], + R} (exp, ) = Lagrangetiv tvar = Y7 g ji, + (n+1),e§“x"+1 (odhad
zévisi na n!!!)

(Vz € R, pro ngjaké &, € (0;z), resp. (z;0)) |&]| < |z|

(Lagrangetiv tvar) = > 7 j], + (n+1 ,e'””||:15|’“rl

ODHAD ZBYTKU:

|R(exp, z)| < —irypel® |z " RY(exp,z) > 0 pro z > 0

(n+1)

NAPR. PRO o = 1 (aproximace &isla ) 337 o5 < e < 30 o5 + i < 2jeoji +
4
(n+1)!

1
" = e<4

( z Bernoulliho nerovnosti:) (1+1)" <e< (1+1)
SPOCITAME E S LIBOVOLNOU PRESNOSTI, napf. 0,001: sta¢i najit n tak, aby

ﬁ < 0,001, tj. n =6

6! = 720; 7'—5040=>e~1+1+ + = +24+@+72ospresnost1m

DUKAZ IRACIONALITY CISLA e:

Necht e = g, p,q € 7, pak

Z;}:O]%<§<Z?:0%+ o Yn € N/ -q-nl
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n

Ozna¢me m = q-nl- 370 5

me Z,p-n! € Z,m+%<1;pron>4q—1

PRIKLAD 26: FUNKCE sinz, a =0

f(z) =sinz f(0)=0 ap =0

f'(z) =cosz ' (0)=1 ap=1 TP(sin,z) ==z

f"(z)=—sinz  f'(0)=0 aa=0 Ty(sin,z) =2

f"(@)=—cosz f"0)=-1 as=7F T{(sin,z) =2z — %3

f@(z) =sinz  fD0)=0 ay= TY(sin,z) =z — &
déle periodicky (4)

. n P g2l .
= T3,(sin, ) = Zj:o(_l)] : (2]':_1)! = Ty, 1 (sin, )
: n j . z¥t! ‘. 2n n

= sing =307 o(=1) - (2]'11)! t (2n}|—2)! -sin"A(E,) - 2t
O . 0 : < |z[>7+2

DHAD ZBYTKU: |Rj, |, (sin, z)| < (5 5
Miizeme aproximovat sin 1, dokdzat sinl ¢ Q apod.

PRIKLAD 27: DALSI TAYLOROVY ROZVOJE
) i 20 22 z4
f(z) = cosw Tgn(COSaIE):ijo(—l)]?]):zl_?"‘?_“-
n j+1 27 z z3
f(z) =log(1 + z) TA(foa) =Yg~ e =e -5 + %
1,11 g2
1_§+§_Z+"'_10g
n P20+ 3

f(z) = arctg = To(arctg ,x) = 37 (=1) 2].]:1 =r—-5+%T-%...

. T _ 1 1 1

Landauovy symboly (O, o) - uréeni ,rychlosti konvergence®, ,¥adu aproximace®

=€ Z=>m<p-n!<m+n4—j_’1n€ N

71

DEFINICE 67: Funkce f,g jsou definovdny na P}, a € R*, § > 0. Rekneme, 7e

f(z)

f = O(g), pro * — ay, jestlize limsup,_,,, +=5 < oo (f je na pravém okoli bodu a

9(x)
srovnatelné s funkei g).
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f(z)
)

72

Rekneme, 7e f = o(g), pro x — a,., jestlize limsup,,_, oy vw) = 0 (f je na pravém okoli

bodu a zanedbatelné k g).

PRIKLAD 28: sinz =0(z),z — 0

sinz = o(y/z), x — 0 apod.

PozNAMKA 47: (i) f =o0(g9) = f = O(g) (< neplati)

(ii) nejcastéjsi pouziti: odhad ,malych veli¢in“ na okoli bodu a

a € R |z —a| ... mald veli¢ina
a € R |z —al?... velmi mal4 veli¢ina
a € R |z —al® ... iplné mrhava veli¢ina

,odhad“ je obvykle srovnédni s |z — a|® a € R, nebo s |z|%, pokud a = +o0

priklady:

a=0: l—cosz=0(z*)z—0

a=1: lnz=0(z—-1)z—1

a = oo 2 —arctg £ = O(X) z = +oo (L'H)
nebo

z odhadu Taylorova zbytku:

Sin:EZIE—%-i-O(IEE’),IE—)O

nebo
sinz =z — % + o(z?),

e=1+s+% +z+% +0(a?)

1+w+§+%+0(w4)— (l—w—g—%—O(w‘l)) —2z
z— (w—%—l—o(w‘l))

ef—e T2z
z—sinx

lim,_, ¢ = lim,_, ¢
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— T 3T0(@) _
= lim,_, % =2

(v) POZOR na zvlastni aritmetiku Landauovych symboli:
e O(z*)£0(z%) #0

max{c«, 3}, — +oo

° O(IEa) +0 (:Eﬂ) = O(:E’Y), kde Y= {min{a ﬂ} z—0

e 2°0 (2°) = O (2°F)

— v8ude lze psét |z — a| misto =

73



Kapitola 3

Integrace realnych funkci.

3.1 Primitivni funkce.

DEFINICE 68: Necht funkce f, F' jsou definovény na (a;b), a,b € R*. Rekneme, 7e F je
PRIMITIVNI FUNKCI K FUNKCI f, jestlize F'(z) existuje Vz € (a;b) a F'(z) = f(x).

VETA 48: (O JEDNOZNACNOSTI PRIMITIVNI FUNKCE AZ NA KONSTANTU.) Necht F,G
jsou primitivni funkce k f na (a;b). Pak existuje konstanta ¢ € R tak, 7e F(z) —G(z) = ¢
Ve (a;b).

PozNAMKA 48: (i) F' f na (a;b)

= F' je spojitd na (a;b) (m4 vlastni derivaci)
(ii) f je spojitd na (a;b),
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= f m4 primitivni funkci na (a;b)
(iii)

PRIKLAD 30: f(z) =sgnz,z € (—1;1) ... nem4 primitivni funkci
(iv)

2? -sin(5),z # 0

PRIKLAD 31: F(z) = {0 0
U =

F mé4 derivaci R, f = F’, ale f neni spojitd v 0
PozNAMKA 49: Darbouxovskd vlastnost = primitivni funkce existuje.

VETA 49: (NUTNA PODMINKA EXISTENCE PRIMITIVNI FUNKCE.) Necht f mé na (a;b)
primitivni funkci. Potom f na (a;b) ma Darbouxovu vlastnost (tj. nabyva vSech mezihod-
not): Var,ze: f(z1) < f(z2) Vy € (f(z1); f(z2)) T € (x1;22) nebo z € (xq; 1) tak, Ze
flz) =y.

DUKAZ 49: BUNO z; < 75. Necht F' = f na (a;b).
TRrIK: Definuji H(z) = F(z) —y -z, z € (a;b).
Pak H'(z) = f(z) — .

H je spojitd na (a;b) = také na [zq; zo).
Tedy nabyvé svého minima na [z;; z5].

H'(z1) = f(z1) — y < 0 = neni min

H'(z2) = f(z2) —y > 0 = neni min

= miny,, ;,] H se nenabyva v krajnich bodech
dz € (z1;%2), kde H nenabyva minima

H(z)=0= f(z)=y.
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PozNAMKA 50: f spojitd = f mé primitivni funkci = f darbouxovské (,,<“ neplati)

TABULKOVE INTEGRALY.

Znageni: [ f(z)dz,

kde [ ... ,fajfka bez mezi“ (neur¢ity integral)
f(z) ... integrand

dz ... Leibnitzuv diferencial

J f(z)dz je mnoZina vSech primitivnich funkei k f, pi§eme: [ f(z)dz

I

3

&
+
o

PozNAMKA 51: Intervaly jsou zdsadni soudasti odpovédi!!!

flz) [ f(z)dz podminky
x" f::ll—i-C ne Nze R
G o€ R\{-1}, z € (0;+00)
z log|z| + C z#0
e” e?+C z€e€ R
sint —cosz+C z€e R
cosz sinz +C ze R
oz t8T+C ve (F+kmT+kr),ke Z
srs  cotgr+C z€ (kmym+km), ke Z
ﬁ arctg x + C ze R

L arcsing +C e (—1;1)

f_lwz arccosx + C ze (—1;1)

\/;r% log(z+v22+1)+C z€ R
. argsinh x
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VETA 50: (O suBsTITUCL) (i) Necht F' je primitivni funkce k f na (a;b). Necht ¢ je
definovéna na («; 3) s hodnotami v (a;b). Necht mé ¢ na («; ) vlastni derivaci. Potom
plati

/fww»¢thdwmm+0Je<mm

(ii) Necht ¢ je definovdna na (a; ) a mé vSude na («; ) vlastni a nenulovou derivaci.
Necht ¢(c; B) = (a;b). Necht f je definovina na (a;b) a necht

/fw®%¢®&=G®+CJ€(m@-

Potom

/f(IE)dIE =G (¢7'(z)) +C, z € (a;D).

DUKAz 50: (i) (Fog)' (£) = F' ($(2)) - ¢'(2) = [ ($(2)) - ¢'(2).

(ii) Nejprve si uvédomime, Ze ¢ je na («; §) RYZE MONOTONNI (vSude vlastni nenulovi
derivace = ¢’ mé primitivni funkci, a tedy je darbouxovskd = nenabyva nuly, a tedy
neméni znaménko na («; 3), jinak by musela byt nékde nulovd) = LzE UZfT VETU O
DERIVACI INVERZN{ FUNKCE

¢ ryze monoténni = dle véty o derivaci inverzni funkce

PRIKLAD 32: TvYP (1) (,,vIDIM DERIVACI)

[(logz)?dz = 7(105;”)3 +C, z € (0;400)
y =logz
x 3
dy=3 [=[ydy="%+C
76, (as0) 7 ...

TyP (1) (,VYROBIM DERIVACI“)
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J cos(3z + 4)dx
=1 [cos(3z +4) - 3dz = ;sin(3z +4) + C
y=3x+4

dy =3dz [ =3 [ cosydy atd.

PozNAMKA 52: (i) linearita primitivn{ funkce:
f, g maji primitivni funkce F,G na (a;b), o, € R
J(af + Bg)dz = aF(z) + BG(z) + C
(obecny tvar predchoziho piikladu)
Necht [ f(z)dz = F(z)+ C, a,b € R, a # 0, pak

[ flaz +b)dz = LF(az +b) + C

PrikraD 33: Typ (11)
fmdx, z € (—1;1)
Volim z = sint, ¢(t) =sint, t € (F; %)
dz = costdt, ¢'(¢) = cost #0,t € (F; )

t=¢ '(z) =arcsinz, z € (—1;1)

[V1—22dz = [ /1 - ¢2(t)¢'(t)dt = [ /1 —sin®(t) cos(t)di

= [Vecos?tcostdt = [|cost|costdt = {cost > 0} = [cos’¢tdt = { TRIK } =
[ HEEB2de = 1t 4 1sin(2t) + C = ;arcsinz + ;(2arcsinz) + C

VETA 51: (O INTEGRACI PER PARTES.) Necht f, g jsou spojité na (a; b). Necht F' = f,
G' = g. Potom

[ 1066 = F@)6E) - [ P
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DukAz 51: [F(2)G(z)] = F'(x)G(z) + F(2)G'(x) = f(z)G(z) + F(z)g(z).
Tedy [ (f(z)G(z) + F(z)g(z)) dz = F(z)G(z) + C

tj. [ f(@)Gle)de = F@)G(a) - [ Fla)g(a)de

PRIKLAD 34: [ = [e”sinzdz

—e”cosz + [ €% cos zdz

F(z)=¢* f(z)=¢€"
g(xz) =cosz G(z) =sinz

= —e“cosz + €“sinz — [ e“sinzdz

__ e*(sinz—cosz)
= 1= 2

. L i —_
[ e*sinzdz = SERTEEL (S“”; cosz) 4 ¢

PRIKLAD 35: integrace tajnych soucini*

flogzdz = [1-logzdz = zlogz — [z - dz = zlogs —z = z(logz — 1) + C

PRIKLAD 36: I, = [ w2+1 _dz = fl w2+1) dz Flz) = 1 flo) = e

22
= @ T Erperds =

+2nf de

= (@2+1)" —|—1 (14z2)nt1

B (w2+1) +2TLI 277/In+1

— 4 R L 2n—l R
Iy = @4+ 2n + 5, Iy
rekurentni formule

I =arctgz +C

= @I )T
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INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI

)

(z) . 212 2243242
... raciondlni funkce { [ Lt4+2dy}

P,Q ... polynomy na R, R(z) = g5

2

1. KROK potfebujeme zafidit, aby stP < st@), pokud tomu tak neni, délime mnoho-
¢leny

1;2((;)) dz, stPy < st@ ...

S Zg;dx = [Pi(z)dz + [

2. KROK rozklad na parcidlni zlomky IZ;((;)), stPy < st@

k;

Q(z) 1ze rozlozit na soudin kone¢né mnoha linedrnich faktord {(z—a;);;

mnoha ireducibilnich (nerozloZitelnych) (z? + ajz + ;)

) a konecné

j=1l,..,r"
Qz)=(z—a)? - (z —as)*(2® + awz + B)" - - (2% + arz + B,

7,8, kiy... ks ly,... I, € N

ag, Oy, ﬂj e R
(pozndmka: horni index nezna¢i mocninu, ale index) Af,... Ay, Af,..., A7, B,
1 1 I r oo T T N
1 1
Py(z) _ Al Al Ak, Ak
Q@) ~ za T T G T ek T
1 1
Blz+C} B} z+C}, B} a+CJ
+w2+a1w,31 + + (x24a1zB1)l1 + + (z2+arzfr)lr

(VETA Z ALGEBRY)

Jak najit ¢isla A, B,C,... ?

A) 1222((;)):x%a_i_..._i_wlgizgﬂ_i_.../...Q(x)

= P,(z) = ... porovnavame koeficienty u vSech mocnin
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vyjde soustava linearnich rovnic < z. ..
z?...

B) pro linedrni faktory: ,,cover-up rule“ (zakryvajici pravidlo)

Pz(:l:) _ Pz(:l:) A
Q@) ~ @o@@ a-a T
potom A = 1((1))

Pozor!!! Lze provadét pouze pro nejvyssi mocniny (z — a)™!

3. KROK integrace parcidlnich zlomku f dx _ {
A
f%dx: W+C’n>l . T € (—OO,a)
(@) A=loglz—a|+C,n=1 € (a;+00)

*fﬁ%dxwme o? —48<0,6—-%>0

,vidim derivaci“
Bz+C B 2+ B d _
f (z 2+zw+ﬂ de = 2 f (x 2-1—3&—?—,3 dz + (C - Ta) f (w2+a:+ﬂ)“ -

=1, + Iy;

L =Zlog(a’+az+ B, ze R

_ B 1
= 2 m@razipy-T T € R

dz — dz =
i = )

a?

substituce y = 2 + ¢,dy = dz, oznad a®* = § — %~ > 0

— dz ?
f W +a = a2"( 2y umime.

dy

substituce z = £, dz = ¢

=]
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PRIKLAD 37: 1= fml)w(iiﬂrwmdz

1. KROK: stP =2;stQ) =3;2< 3 = OK

oo a1 A | BatC _
2. KROK: (e D) (@2 +af1) o+l + S

) 2 o 2 Bx+C
cover-up: A=} =2 = [Zde+ [ rGde

?+1=2("+2z+1)+ Bz +C)(z+1)=2*2+B)+z2+B+C)+2+C

22:1=2+RB A=2
z:0=24+B+C =<(B=-1
1:24+C =1 C=-1

T — 2 1 dz -
3. kroK: I = [ “de — § [ 2% —de =

o 1 2241 1 dz  _
=2In |x + 1| 2 f w2+w+1dx 2J Z2iat1 T

2 4

_ (z+1)° a d _
= IOg (*/CB2+£B+1) ) f y2+(yﬁ)2 =

xz 2 X
= log( %;ﬁ)ﬂ) — %arctg (2\;%1) +C,z € (—oc;—1)

2z = larctg () +C

z2+q2

INTEGRACE IRACIONALNICH FUNKCI substituce — pfevést na racionélni

INTEGRACE TRIGONOMETRICKYCH FUNKC{ A LEPEN{

|substituce y:w—l—% idy=

Polynom dvou proménnych: P(z,y) = >/, ai;z'y, a;; € R

P, (@) : dva polynomy 2 proménnych

82
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P(z,
R(z,y) = ng,zg

Chceme integrovat [ R(sinz,cos z)dz

VHODNE SUBSTITUCE:

(i)t=tg 5,z € (—m,m),t € R... univerzlni substituce

(ii) t = sin z, pokud funkce R(z,—y) = —R(z,y) (R je ,lichd v cosinech®)
(iii) t = cos z, pokud funkce R(—z,y) = —R(z,y) (R je ,licha v sinech)

(iv) t = tg z, pokud funkce R(—z,—y) = R(z,y) (R je ,sudi v obou parametrech)

PozNAMKA 53: (i) Substituce (i) funguje vidy (vZdy pfevede na raciondlni funkci), ale
pouzivame ji jen pokud nelze pouzit (ii) - (iv).

(ii) Substituce (i) funguje pouze pro x
in (—m,7), respektive na libovolném intervalu tvaru z € (—m + 2k7w, 7 + 2kn), k €€ Z,
musime proto vyslednou primitivni funkci ,,dolepit“. (UkdZeme na piikladu.)

PRIKLAD 38: [= [ &

1+sin?

R(z,y) = H% ... sud4, uZijeme substituce (iv) t = tg z, t € (3, %)

L+8 =1+ (tg2)* = iy = 08’0 = 5

=sin’z=1-cos’z=1—-z = lftz

z =arctgt = dz = liiz

I={ 1+11_% i = [ e = g5 arctg (V2t) + Co = Jparctg (V2 + tg z) + Gy,

ze (3

ISIE]
~—

Stejné substituce = I = \/%arctg (V2tg z) + Cy, z € (F + km, T + k)

f(z) = iz sPOjitd na R

= ma primitivni funkci na R, tato primitivni funkce je spojitd na R.

Vyrobim jednu z primitivnich funkei na R: ZvoLim Cy = 0.
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INTEGRACE FUNKCI OBSAHUJICICH ODMOCNINY.

fR(q asth) 4y g€ N\{1}, a,b,¢,d € R, ad # be

cx+d
substituce ¢t = ¢/%t% pak r = ¢£=5 5td.

cz+d’ a—ct9

der=...

INTEGRACE FUNKCI OBSAHUJICICH VYRAZ Vaz? + bx + ¢, a # 0.

EULEROVY SUBSTITUCE

(i) pokud az? + bz + ¢ m4 jeden dvojnasobny kofen «
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= a> 0= Vaz? + bz + ¢ = /a|r — af atd.

(i) pokud az? + bz + ¢ ma dva riizné kofeny oy, ay, a; < ay

Vaz? +br +c = /alz — ar)(z — a)

a>0=z€ (—00,01) nebo z € (g, +00)

Va(z — ar)(z — az) = Valz — ay| - /2222, piedchozi piipad

z—a1’

a<0z€ (a1,09) = yalz —ar)(z — ) = vV—a(z — 1), /2232 atd.

(iii) az?® + bc + ¢ nema ko¥eny = a > 0

Euler: vVaz? +bc+c=y/az + 1t /?

= az? + bz + c = az® + 2v/a + 1?

?—c

=T = o

dr = ... atd.
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= 3 F, F' = f na (a,b)

Tato F' ovSem nemusi byt vyjadfitelnd elementarnimi funkcemi.

3.2 Riemannuv integral.

DEFINICE 69: Rekneme, 7e D = {z;}7_y je DELENT INTERVALU [a; b], jestliZe a = x4 <
1< ... <2 =0

Rekneme, e D’ ZJEMNUJE D, jestlize z; = z; € D’

DEFINICE 70: Necht [a; b] C R, D déleni [a; b]. Pak DOLNIM (HORNIM) RIEMANNOVYM SOUCTEM
funkce f pres [a;b] vzhledem k D oznadujeme

smm=§fQJﬁ]ﬂw)uer><®m>

- Ti_1;T;
]:1 J hat¥]

S(f,D) = Z (ze [sup ]f(:v)> (x; —xj—1)  (horni)

Tj-1;%;

DEFINICE 71: Cisla

<m/ﬂww:%wmm
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(R) /bf(:v) do = inf S (£, D)

nazyvadme DOLNIM A HORNIM RIEMANNOVYM INTEGRALEM z funkce f pfes [a;b].

DEFINICE 72: Jestlize
b b
®) [ fe) do=(®) [ 1) ds,

pak fikdme, 7e f je na [a;b] Riemannovsky srovnatelné (a znacime f € R ([a;b])) a jeji
Riemannuv integral je

® [ 16 dr=®) [ 1) o=@ [ 1) az

P0OzNAMKA 55: f musi byt omezend na [a; b]!

PRIKLAD 42: (i) f(z) =2,z € [~1;4]
VZ C [~1;4]:sup; f = infz f = 2 = s(f,D) = S(f,D) = 10 YD
= [! 2dz =10
(ii) f(z) = D(z) (Dirichletova funkce)
VI C[0;1]:supf=1&inff=0=s(f,D) =0; S(f,D) = 1

(R) [) f(z) dz =0, (R) [} f(z) dz =1 = D(z) ¢ R([0;1])

VETA 52: LEMMA: Necht f je omezend na [a; b].

(i) Necht D, D’ jsou déleni na [a; b], pfitemZ D’ zjemiiuje D. Potom

s(f,D) < s(f,D’) <S(f,D’) < S(f,D).

(ii) Necht D; a Dy jsou dvé déleni [a; b]. Potom

S(f7 Dl) S S(f, D2)'
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inf f(x)
/XE [xj_1, z]
f(x)
X1 inf f(x)” X
Z xE[xj_1 , xj]

DUSLEDEK: f omezend na [a;b], m = infja f, M = supj,,; f, D1, Dy déleni, pak

m(b—a) <s(f,D) < (R) / f(z)dz < (R) / " f(a)dz < S(f,Da) < M(b— a)

UMLUVA 8: Je - li T = [a;b], pak znadime

|Z| =b—a (délka intervalu).
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DEFINICE 73: Necht D je déleni [a;b], D = {=y,...,2,} (x¢ = a,z, = b). Oznalme
Z; = [zj_1;%], j=1,... ,n, NORMOU DELEN{ D nazyvame é&islo ||D|| := max;_ ., |Z;]|
NP b
® oy

VETA 53: (O APROXIMACI HORNIHO A DOLNfHO RIEMANNOVA INTEGRALU.) Necht
[ je omezend na [a; b], necht {D,}2°, je posloupnost déleni, lim,, ,  ||D,|| = 0. Potom

(R) / (@) do = sups(/, D),

®) [ 1) = is(7,0,)

DUkAZ 53: Staéi dokdzat, ze Ve > 0 VD déleni [a;b] Iny € N tak, aby s(f,Dy,) >
s(f, D)—e. Potom totiz (pfejdeme-li k supremu): supp, s(f, D) > sup,, s(f, D,) > supps(f,D)—
e Ve, a tedy supps(f,D) = sup,, s(f, Dy)-

Méam € > 0, D pevné. Musim najit ny € N tak, aby s(f,D,,) > s(f,D) —e.
Vim, 7e 3 K > 0: K = supy,; |f| (nebot f je omezend na [a; b]).
Oznacim #D pocet intervala déleni D.

Zvolim ny tak, aby ||Dy,|| < 257 (to 1ze, nebot [|Dy[| — 0).
Ozna¢im P =DUD,,. Pak P = {x,... ,zu}.

Oznaéim J = {j =1,... ,m, [z;_1; z;/neobsahuje body z déleni D}

— A

a T b

s(£,D) <s(£,P) =) _ inf f(z)-|T;|+ ) inf f(2)|Z)
J ]QJ J

jeJ
< 5(f,Dno) + D K - [| Dy |
jeJ
< S(vano) +#D K- ||Dno||
< s(f,Dy,) + €.
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PRIKLAD 43: Dokaite, 7e (R) [, 2?dz = 8.

Zvolime Dy, = {2}32,

|Dy|| = £ — 0, a tedy mohu pouzit V52.

S(f,Dn)=Z<j_1> 1_1 292: 1 (2n—1)(2n)(4n—1),

n n3 6

J=1

POZNAMKA 56: Yp k% = NOHLCNEL

n— oo 3

2
/ r?dz = lim s(f,D,) =
0

S(D =Y = (i):

=1
2
2idz = =

S~

‘ 8
= (R)/ r’dr = -,
0 3

VETA 54: (KRITERIUM EXISTENCE RIEMANNOVA INTEGRALU.) Necht f je omezend
na [a; b]. Pak
f€ R(la;8])) < Ve> 03D déleni[a; d]

tak, ab
o S(f7D)_S(f7D)<6

DUKAZ 54: ,=:“ Vezmame {D,}, ||D,|| = 0, potom lim,,_, o s(f, D) = lim,_, o, S(f,D,,) =
fabf(:v)dx

= Jng tak, Ze S(f,Dyp,) —s(f, Dy,) < €
,&“Ye>0(R) [ f(z)dz — (R) [} f(z)dz < S(f,D) —s(f,D) < e

= [l = [!= f € R(ab).
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PRIKLAD 44: Necht f = R(z) ... Riemannova funkce na [0; 1]. DokaZte, Ze f = R ([a; b))
a e (R) [, f(z)dz = 0.

PosTup: dle V53 stadi: Ve > 0 3D: S(f,D) < e.

€ > 0 pevné. Zvolim N € N, % <e.

Necht £ je pocet raciondlnich ¢isel £ (nesoudélitelnd), ¢ < N.

Zvolim D: ||D|| < .

Pak S(f, D) = 3 intervaly, keere neobsahuji®,q< N (supz f(2)) - |Z] + > (sup f(=)) - [Z]

S(f,D)<+-14k-1-|D|| <e+e=2e.
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