15 Experimentalni zaklady kvantové hypotézy

Cldsticové vlastnosti svétla a vinové vlastnosti ¢dstic. Planckova kvantovd hypotéza, foton,
fotoelektricky jev. De Broglieova hypotéza, relace neurcitosti.

15.1 Casticové vlastnosti svétla a vlnové vlastnosti &astic

V bézné praxi od sebe miZzeme jednoduse rozeznat ¢astice (chovaji se podle zékont ¢asticové
mechaniky, maji hmotnost) a vlny (za vhodnych okolnosti mtizeme pozorovat interferenci
nebo difrakci). V nékterych experimentech vSak ¢stice vykazuji vinové vlastnosti a naopak.

Pokud svétlo s dostateéné vysokym kmito¢tem dopadne na povrch kovu, jsou z néj emi-
tovany elektrony (tzv. fotoelektricky jev). Pozoruhodné pfi tomto jevu je, Ze energetické
rozdéleni emitovanych elektronti nezavisi na intenzité dopadajiciho svétla. Silny paprsek téze
frekvence produkuje vice elektroni, ale stiedni energie elektronu je tatdz. Na druhé strané,
energie emitovanych elektrond zavisi na frekvenci pouzitého svétla. Pfi frekvencich nizsich
nez néjaka kritickd se zadné elektrony neemituji. Nad touto prahovou frekvenci se emituji
elektrony s energii od nuly do jisté maximalni energie, kterd s frekvenci roste linedrné (fy je
prahové frekvence):

Ekmam = h(f - fO) (1)

Mezi dalsi efekty, kde se projevuji ¢asticové vlastnosti vin, patfi Comptonuav jev.
Studujeme-li rozptyl monoenergetického (rentgenového) elektromagnetického vilnéni na f6-
liich z rdznych latek, zjistujeme, Ze v rozptyleném svazku se kromé ptivodni vlnové délky A
(za kterou se obycejné vybird nékterd z charakteristickych vlnovych délek spektra daného
prvku) objevuje zafeni o v&tsi vinové délce M > A. Posunuti vinovych délek nezavisi na pti-
vodni vlnové délce ani na druhu latky. Na druhu latky zavisi pouze podil intenzit svazku
rozptyleného s ptavodni a vétsi vlnovou délkou. S rostoucim protonovym ¢islem Z hodnota
tohoto podilu klesé.

Zménu vlnové délky muzeme vysveétlit, pokud relativisticky vysetfime srazku viny s napf.
elektronem, pficemz dopadajici vlna pfedd ¢ast své energie elektronu (9 je thel rozptylu):

AN=N —A=Xc(1—cosd), kde Ao= 27 (2)

meC

Konstanta A¢ se nazyvd Comptonova vinova délka elektronu (0,024 nm). Posunuti A\ je
nejvétsi pro rozptyl dozadu, nezavisi na pouzitém materialu ani vlnové délce, coz je ve shodé
s experimentem.

Kromé ¢asticovych vlastnosti svétla muzeme pozorovat i interferenci a difrakci ,,¢astic.
Realizujeme-li typicky interferencni experiment s dvojstérbinou za pouziti svazku elektront,
dostaneme na stinitku interferencni obrazec. A to i v pripadé, ze elektrony do dvojstérbiny
poustime po jednom, tedy elektron interferuje sam se sebou. Tento efekt je mnohem lépe
pochopitelny, pokud si elektron pfedstavime jako vinu. Pokusy Davissona a Germena ukézaly,
ze elektrony mtzou i difragovat (na krystalech s vhodné usporaddanymi atomy).

15.2 Planckova kvantova hypotéza

Max Planck se snazil vysvétlit vlastnosti zafeni emitovaného horkymi télesy. Vzorec, ktery by
souhlasil s experimentem, se dal odvodit pouze za predpokladu, ze zafeni je emitovano nespo-
jité po malych davkach energie zvanych kvanta nebo fotony. Kazdému fotonu pfifazujeme
energii

E=hf=hw (3)

Einstein rozsitil Planckovu predstavu o vyzafovani po kvantech na Sifeni po kvantech a
diky tomu vysvétlil fotoelektricky jev. V rovnici popisujici fotoelektricky jev tedy miizeme



interpretovat jednotlivé ¢leny jako energii v dopadajicim kvantu, maximalni moznou ener-
gii emitovaného elektronu a vystupni praci potfebnou k vytrzeni elektronu z ozafovaného
povrchu.

Foton je ¢astice s nulovou klidovou hmotnosti a ve vakuu se pohybuje vzdy rychlosti c.
Je mu ptifazena hybnost

p=—=—=—. (4)

15.3 De Broglieova hypotéza

Einsteinovo vysvétleni fotoefektu rika, ze viny se za urcitych okolnosti projevuji jako castice.
Dalsi dulezitou myslenku prosazoval Louis de Broglie - mizeme-li vlné pfisoudit ¢asticové
vlastnosti, miizeme naopak casticim prisoudit vlastnosti vlnové, jako je napftiklad vlnova
délka. Vlnovou délku fotonu mizeme vyjadfit pomoci jeho hybnosti, hybnost ¢astice je p =
mu. Zavedeme tedy vinovou délku castice jako

_onh _omh
p mu’

A (5)
Hmotnost m je dana relativisticky.

Zavedeme-li vlnovou délku pfipsanou ¢astici, muzeme dale zavést i vlnovy vektor, kruho-
vou frekvenci, apod.

Ve svételné viné se v prostoru a v ¢ase méni periodicky elektromagnetické pole, ve zvu-
kové vlné tlak; proménnd veli¢ina charakterizujici de Broglieho vlny je vlnova funkce.
Fyzikalni vyznam ma pouze kvadrat jeji absolutni hodnoty — to je hustota pravdépodobnosti
experimentalniho nalezeni ¢astice v daném case na daném misté.

Tato predstava vysvétlila Davissonovy-Germenovy experimenty difrakce elektron na
krystalech.

Pro vysvétleni ¢asticovych vlastnosti vin a vlnovych vlastnosti ¢astic se tedy zavadi pred-
stava korpuskularné vilnového dualizmu: kazda entita je zaroven ¢astici a zaroveni vinou,
to, jak se projevi, zalezi na nasem méfeni. Zajimame-li se o vlnové aspekty daného jevu, mu-
zeme je demonstrovat, obdobné mtizeme demonstrovat i ¢asticové vlastnosti téhoz jevu, ale
nemtzeme oba aspekty demonstrovat najednou. Vlnova a kvantova teorie svétla se vzajemné
dopliuji.

15.4 Relace neurcditosti

Skutecnost, ze pohybujici se téleso je nutno povazovat za klubko sloZzené z de Broglieho vin,
napovida, Ze existuje jistd hranice presnosti, se kterou lze méfit jeho Casticové vlastnosti.
Mizeme pfesnéji uréit bud jeho polohu, nebo jeho vinovou délku (hybnost).

Mezi minimalni neurcitosti pfi méfeni polohy a hybnosti plati vztah

2

(B () > (©)

zvany relace neurcitosti. Tato neurcitost je diusledkem vlnové povahy pohybujicich se ob-
jektl, ne nedostatkem meéfticich pristrojii; ostatni pristrojové a statistické neurcitosti tento
soucin jen zvétsuji.

V souvislosti kvantové mechaniky se relace neurcitosti daji odvodit jako vztah mezi dvéma
navzajem nekomutujicimi veli¢inami (plati pro stfedni kvadratické odchylky).

Podobny vztah jako mezi neurcitosti polohy a hybnosti plati i mezi neurcitosti energie a
casu.

Relace neurcitosti se daji pouzit pro rtizné odhady.



16 Formalizmus kvantové teorie

Vinovd funkce cédstic, hermitovské operdtory a reprezentace méritelngch velicin. Schridinge-
TOVA TOUNICE.

16.1 Vlnova funkce

Veskera informace o stavu ¢astice je obsaZena ve vlnové funkci ¢(7,t), vilnova funkce je
obecné komplexni funkce zavisld na cCase a na soufadnicich, jejichZz pocet je roven poctu
stupni volnosti soustavy.

Vlnova funkce ma byt:

e jednoznacna

e kone¢nd (vétsinou se pozaduje kvadratickd integrabilita)

® spojita

e pii konecnych zménach potencidlu ma mit spojité derivace.

Pokud se vlnové funkce lisi pouze o nédsobeni (komplexni) konstantou, odpovidaji témuz
stavu.

Vlnové funkce je pouze pomocny pojem; jeji fyzikdlni vyznam spoéiva v tom (tzv. ko-
dariskd nebo statistickd interpretace), Ze jeji kvadrat je tmérny pravdépodobnosti nalezeni
¢astice v daném misté prostoru. Aby byl kvadrat vlnové funkce roven pravdépodobnosti, je
tfeba vinovou funkci normovat: oo

TR 7

— 00
Kvantova teorie je tedy teorie nelokalni: pro popis experimentu je dulezita celd jeho geo-
metrie, nedostavame piedpovéd typu ,,Céstice dopadne na misto uréené polohovym vektorem
7.“, ale pouze pravdépodobnosti ,,Céstice dopadne na misto uréené polohovym vektorem 7
s pravdépodobnosti danou kvadritem vinové funkce.*

16.2 Meéritelné veli¢iny a hermitovské operatory

V kvantové teorii jsou veli¢iny charakterizovany linedrnimi operatory, specialné méritelnym
veli¢inam odpovidaji linearni hermitovské operatory, tedy operatory F' spliiujici pod-
minku

/ Y Fodr = / oF*y*dr, (8)

kde ¥ a ¢ jsou funkce zavislé na proménnych, na néz ptisobi operator F.

Jediné hodnoty dané fyzikalni veli¢iny, které miiZeme naméfit, jsou vlastni ¢isla opera-
toru této veli¢ing pritazeného (tzv. spektrum). P¥i méfeni pfechdzi systém do stavu popsaného
vlastni funkci v piislusejici zméfené hodnoté. Podminka na hermiticitu operatort prifaze-
nych méfitelnym veli¢indm ndm zaruéuje realné nameérené hodnoty (hermitovské operdtory
maji redlnd vlastni ¢isla).

Pokud je systém v okamziku méfeni popsan vlnovou funkci v, bude vysledkem velkého
mnozstvi méfeni kvantové mechanicka stfedni hodnota

(F) = (wlFlv) = [ v Fvdr. ©)

Neni-li stav, ve kterém se systém nachézi, vlastni stav, budou naméfené hodnoty rizné.
Vzhledem k tomu, ze libovolnou funkci lze napsat jako linedrni kombinaci vlastnich funkei



¥; (vlastni funkce hermitovského operatoru tvoii uplny ortogonalni systém)
)
Y= Z i, (10)
i=1
Ize stfedni hodnotu méfeného operatoru napsat ve tvaru
oo
(F) = Z |2 F;. (F; jsou vlastni ¢isla) (11)
i=1

Koeficienty |c;|? tedy lze interpretovat jako pravdépodobnosti naméieni hodnoty F;.

Dvéma zékladnimi operatory (v soufadnicové reprezentaci) jsou operdtory polohy # = r
a hybnosti p = —hV castice. Chceme-li vyjadfit jinou veli¢inu, najdeme pro ni klasicky
vyraz vyjadfeny pomoci r a p a v tomto vyrazu nahradime soufadnici a impulz pfislusnym
operatorem.

Pokud chceme zmérit dvé rizné veliciny FadG popisuji tentyz stav systému, je nutné,
aby navzajem komutovaly, tj. bylo splnéno

[F, Gy = (FG - GF)y =0 (12)

pro kazdou funkci ¢ (komutujici operdtory maji spoleény systém vlastnich ¢isel). Napiiklad
nelze zméfit najednou soufadnici a impulz v témz sméru (napf. ve sméru x), protoze

[’I%,ﬁj] = ’L?:L(Sij. (13)

16.3 Schriédingerova rovnice
Zakladni rovnice kvantové mechaniky je Schrédingerova rovnice (SR)

or .
iy = HY, (14)

kde H je hamiltonian systému. Pokud hamiltonidn nezavisi explicitné na cCase, je shodny
s operatorem energie
. h2 .
H=——A+U(), 15
5+ U(7) (15)

kde prvni ¢len zastupuje kinetickou energii a druhy ¢len energii potencialni.
Pokud hamiltonidn nezavisi explicitné na case, 1ze hledat feSeni SR ve tvaru U(7,t) =
Y(7)U(t). Dosazenim zjistime, Ze vlnova funkce ¢ musi spliiovat tzv. ne¢asovou SR

Hy = Ev (16)

a Casova evoluce je dana funkci exp (%Et)
Po vyfeseni SR dostaneme spektrum FE; a vlastni funkce ;. Obecné feSeni (tzv. vlnové

klubko) je pak dano jako
> 1
U = 5|2 —FEt), 17
S letves () (17)

koeficienty ¢; jsou dany poc¢ateénimi podminkami.

17 Aplikace kvantové mechaniky

Volny elektron a elektron v potencidlove jamé, tunelovy jev. Harmonicky oscildtor. Atom
vodiku.



17.1 Volny elektron

Hamiltonian pro volny elektron obsahuje pouze kinetickou energii

A9 2
N p h
H=—=—— 18
2m 2m (18)
a je tedy tfeba fesit rovnici
h? d%y
——— = E. 19
2m dx? v (19)
Hledame-li FeSeni ve tvaru ¢ = e**?, zjistime, Ze
hk?
E= . 20
o (20)
Obecné feseni je pak dano
wkx £t 1
U(z,t) = e e’ =exp —h(Et — px) (21)
1

Reseni méa tvar rovinnjch vin. Vzhledem k tomu, Ze na vlnovou funkci nebyly kladeny
zddné dodatené podminky, je spektrum spojité. Protoze plati

U (2, )2 =1, (22)

jsou vSechna mista v prostoru stejné pravdépodobna a vlnova funkce je ,zcela delokalizovand

v x-prostoru“ (coz odpovida pfedstavé rovinné vlny) a mé ostrou hodnotu hybnosti ]3’ = hk.
Vlastni funkce volné ¢astice se neda normovat tak, aby celkovy integral byl roven jedné.
K normovani této funkce se pouzivaji dva postupy:

e normovani na Diracovu é-funkci: [ |A|? exp (28) dz = d(x)

_ 1
= A= V2rh

e periodické okrajové podminky: ¥(x) =¢(x +L) = 1, = % exp(%),

kde p,, = n?, coz vede k disktrétnimu spektru, ale pfi limité L — oo dostaneme

puvodni spojité spektrum.

17.2 Elektron v potencialové jamé

Uvazujeme-li elektron v pravotihlé potencidlové jamé, bude mit hamiltonian tvar

~9 a a
T J _J 0 pro—5<z<3
H= o + U(z), kde U(x)= { Uy jinde (23)
Je tedy nutné fesit rovnici
2
T R =0 pro —§<a<$ 1)
S 2P =0 jinde,
kde bylo pouZito znaceni k% = QZ—EE ao? = w Pokud pocitame energii ode dna

potencialové jamy, jsou vSechny energie kladné; k je tedy redlné ¢islo. Vzhledem k tomu, zZe
vysSetfujeme elektron v potencidlové jameé, jsou vSechny energie mensi nez Uy, a i koeficient
a je realny.

Dale pozadujeme, aby vlnova funkce v nekone¢nu byla nulova, proto je v oblasti II brana
do uvahy pouze klesajici exponenciala

U =A el (25)



a vzhledem k symetrii hamiltonidnu vzhledem k operaci inverze (tj. zdméné x — —x) mé
vlnové funkce v oblasti I tvar sinu nebo kosinu

w§+) = Bcoskz, resp. wY) = Csinkx (26)

Dalsim pozadavkem na vlnovou funkci je hladkost, je tedy tieba napsat podminky pro spo-
jitost funkei a jejich prvnich derivaci v bodé §. Dostaneme dvé rovnice o dvou nezndmych A
a B resp. A a C. Ve vysledné vlnové funkci potiebujeme jeden volny parametr, abychom ji
mohli normovat - chceme tedy najit takové feseni, kdy se determinant soustavy rovna nule.

Odtud dostaneme podminku pro k (a tedy i ,,dovolené energie®):

ka = (2n — 1)m — 2 arcsin \/% pro kosinové funkce o7
ka = 2nm — 2 arcsin \/;:7’:7(]0 pro sinové funkce (27)

Resenim téchto transcendentnich rovnic jsou k,, z intervalu (0; 7Vzth0), pricemz vzdy existuje
alespon jedna energeticka hladina. Diskrétni energetické hladiny jsou pak dany vztahem
 RPR?

E, = 28
o (28)

Specialné pro pripad nekonec¢né potencidlové jamy se transcendentni rovnice pro k,, zjed-
nodusi a pro dovolené energie resp. vlnové funkce plati

B = n (29)

2 2
w((;) = \/>cos @x, resp. zb((xj) = fsin ™. (30)
a a a a

Hlavnim rozdilem mezi klasickou a kvantovou mechanikou je nenulova (i kdyZ exponen-
cialné klesajici) pravdépodobnost vyskytu mimo potencidlovou jamu (tedy v oblasti I). Tedy
i Gastice, ktera ma nizsi energii, nez je vrchol potencidlové jamy, se mize ,,protunelovat®
z jamy ven.

Studujeme-li pfipad potencidlového valu a ¢astice, kterd ma mensi energii nez je vyska valu
Uy, dostaneme analogicky jistou pravdépodobnost, Ze ¢éstice valem projde (tzv. tunelovy
jev). Pokud bychom spocitali koeficient propustnosti valu, dostaneme

1 1 U _ 2m

== ——0% __sinh*(2kia), kde k = F(UO ) (31)
Tento vzorec se da Gasto zjednodusit (zanedbame klesajici exponencidlu v hyperbolickém
sinu)

1P 00— ) i

> , (32)
pravdépodobnost prichodu tedy exponencialné klesa se Sitkou bariéry a energii Uy — E.
17.3 Schrodingerova rovnice pro linearni harmonicky oscilator
Hamiltonian linedrniho harmonického oscilatoru mé tvar

~9

p 1 2,2

H=—+ -—mw“x 33
2m + 2 (33)

Pfi TeSeni je vhodné si zavést bezrozmérné proménné

[ mw 2F
=z 7 )\_ﬂ’ (34)

Tunelovym jevem
muzeme vysveétlit
napiiklad a-
rozpad, vyuziva
se v tunelovacim
mikroskopu.



pii jejichz pouziti budeme fesit SR ve tvaru

2
e O-w=o (35)

. . o , & [ C _é&
V nekoneénu mtizeme feSeni odhadnout funkei e™ = | hleddme-li feSeni ve tvaru ¢ = f(§)e™ 7,
dostaneme dosazenim do SR diferencidlni rovnici, jejimz feSenim jsou Hermitovy polynomy.
Vlnova funkce harmonického oscildtoru ma tedy tvar

1 _% 1\ oE dm _g2

a energie nabyva hodnot

Y = (36)

1
En:hw(n+§) pro n=0,1,2,.... (37)

Vidime, ze oscilator ma ekvidistantni spektrum. Na rozdil od klasické mechaniky neexis-

tuje stav s nulovou energii, zdkladni stav (n = 0) ma energii F = %" (tzv. nulové kmity).
Zase existuje (na rozdil od klasické mechaniky) nenulovéa pravdépodobnost vyskytu mimo

potencial.

17.4 Anihila¢ni a krea¢ni operatory

Pokud nas zajima pouze spektrum oscilatoru, nemusime fesit diferencialni a rovnici a mizeme
pouzit kreaéni a anihila¢ni operatory.
Zavedeme-li anihila¢ni a a kreacni &™ operatory vztahy
. 1 . N - 1 R N
G = ——(p—wmt), resp. G = ——=(p+ wmi), (38)

vV 2mhw 2mhw

muizeme napsat hamiltonian ve tvaru

. 1
H=d"a+ . (39)

Hamiltonidn a vyraz a¢"a spolu komutuji, sta¢i tedy najit vlastni &isla vyrazu ata.
K vypoctu bude jesté tfeba komutacni relace

[a,a"] = 1. (40)

Hledame-li vlastni ¢isla, fesime rovnici

&) = n ). (41)
Pokud na tuto rovnici zaptsobime anihila¢nim operatorem
adtaly) = (a"a+l)aly) =naly) = a"alap)) = (n-1)aly)) (42)

zjistime, ze vlnova funkce ali) je vlastni funkce piislusejici vlastnimu &islu o jedno mensi.
Oscilator ma tedy ekvidistantni spektrum lisici se o jednicku. Podobnym zptisobem lze zjistit,
ze kreacni operator vytvari vlastni funkci ptislusejici vlastnimu ¢islu o jedna vétsi.

Protoze (n|a*ta|n) = (anjan) > 0, musi byt i n > 0. Spektrum tedy miiZeme psat ve tvaru

1

Pomoci anihila¢niho operatoru lze najit i zdkladni stav z rovnice:

i |tpo) ~ (p — wmi) |¢ho) = 0. (44)

Hy = 1
H = 2z
Hy = z2- %

aln) = v/nlpn—1)
at|yn) = v+ 1[¢ni1)



17.5 Atom vodiku

Chceme-li Tesit atom vodiku, méli bychom napsat hamiltonian pro proton a pro elektron.

Vvey

v

vzdélenost c¢astic. Vzhledem k tomu, Ze proton je fadové tisickrat tézsi nez elektron, mi-
Zeme pocitat se zafixovanym protonem, okolo kterého se pohybuje elektron (popf. elektron
s redukovanou hmotnosti).

Hamiltonian eletronu v coulombovském poli protonu mé tvar

R A~ Zl2
P (45)

T 2m

Vzhledem k radialni symetrii je vhodné fesit tlohu ve sférickych soufadnicich. Pak bude mit
hamiltonian tvar
n? 2 Zze? 210 ,,0

H=—"p+—— -2 kde pp=———o(rP— 46
2mp +2mr2 r € P 2m r2 8r(r 5'r) (46)

Hamiltonian komutuje s L?is ﬁz, vlastni funkce thlové ¢asti tedy budou kulové funkce:

¢nl’m - Rnl (T)Ylm(ﬁ7 <P) (47)
Pro radialni ¢ast je tedy tieba Tesit rovnici

(o p 4 LD 2 p0) = mR(r). (45)

2mr2 T

Jejim fesenim jsou pridruzené Laguerrovy polynomy nasobené exponencidlou

2

Rp = Nyje 5¢L2(¢),  kde ¢
nag

n+l (49)

Protoze ve sméru r uplatiiujeme okrajovou podminku (¢» — 0 pro r — o), dostaneme
kvantovani zavislé na kvantovém ¢isle n:

72 o2 52
E,=———, kde ap=—— n=1,2,.... 50
" 2n2 ag 07 e (50)
Ke kazdému n pfislusi stavy s kvantovymi ¢éisly I = 0,1,...,(n — 1) (oznacované pismeny
s, p, d, f, g,...) a kazdy stav s danym [ navic mtize nabyvat hodnot m = —I,...,l; kazdy

stav je tedy n?-krat degenerovany. VSechny ostatni atomy, ve kterych hraje roli i elektron-
elektronova interakce, ,ndhodnou degeneraci (nezévislost energie na [) nemaji.

Elektron v zédkladnim stavu atomu vodiku tedy obiha okolo protonu ve vzdélenosti ag ~
50 pm a mé energii Fy ~ 13,6 eV. Tvar orbitalu je dan druhou mocninou pfislusné kulové
funkce. Pii pfechodech z excitovanych stavi do stavi nizsich muze vyzafit fotony o energii

1 1
Ef”;?—ﬁ (51)

(tzv. Ritzav kombinaéni princip.) Znadmé série prechodi jsou Lymanova a Balmerova.
Spektrum nad E = 0 je spojité.



