1 Mechanika hmotného bodu a soustav hmotnych bodua

Zakladni kinematické veliciny, Newtonovy pohybové zdikony, inercidlni soustavy, I. a II. im-
pulzovd véta. Keplerovy zdkony, harmonicky oscildtor (tlumeny i netlumeny), vdzané oscild-
tory. D’Alembertiv princip, Lagrangeovy rovnice 2. druhu. Hamiltonovy kanonické rovnice.

1.1 Zakladni kinematické veli¢iny

Kinematika se zabyva popisem pohybu. Dilezitym pojmem je hmotny bod - idealizace,
kdy se libovolné té&leso nahrazuje bodem (Gasto pohybem té7i§té) s danou hmotnosti.
Zékladnim kinematickym pojmem je trajektorie. Je to spojitd vektorova funkce casu
7 = 7(t). Trajektorii obyéejné zaddvame parametricky, jeji délku nazyvame draha.
Pohyb éastice (tj. zménu polohy v ¢ase) charakterizujeme rychlosti:

F(ty) — 7t
v, = ) = ltz) (prameérnou) (1)
1 —t2
L 7(t1) — 7(t2)  dF(t) ..
U= tlhigz v = Jim - (okamzitou). (2)

Pokud je velikost rychlosti konstantni, pohyb nazyvame rovnomeérny, jinak nerovnomeérny.
Primocary pohyb je charakterizovdn tim, Ze pohyb probihd podél konstantné sméfujiciho
vektoru. Nepfimocary pohyb je kFivoéary. Pti pohybu se méni jednak velikost a jednak smér
pohybu:

dr dr

= —=e¢e+v
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de; dr d, . . R R R
X di :éeT+a(|er|d<pew):ver—i—wewzvr—kwx? (3)

Vektor & nazyvame tihlova rychlost.
Zména rychlosti se popisuje zrychlenim:

dr d, dv dé; dv .  v? . N
):aet . €+ — en = Gt € + an €n, (4)
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které ma teénou a norméalovou (dostfedivou) slozku. Pohyb charakterizovany konstantnim
zrychlenim nazyvame rovnomérné zrychleny.
Analogicky k thlové rychlosti se zavadi i ihlové zrychleni:

do

- = &. (5)

g:

1.2 Newtonovy pohybové zakony

Dynamika zkoumd p¥i¢iny pohybu; zdkladem klasické teorie jsou Newtonovy pohybové
zakony.

Prvni Newtontv zdkon je zakon o setrvacnosti: Téleso setrvdvd v klidu nebo v rov-
nomérném primocarém pohybu, dokud neni nuceno vnéjsimsi vlivy (pisobenim jiného télesa)
tento svig stav zmeénit. Pokud tedy najdeme téleso, na které neptisobi zadné vnéjsi vlivy,
muZeme s nim spojit specialni inercialni soustavu souradnou(tj. dané télesu je viéi ni v
klidu nebo v pohybu rovnomérném p¥imocarém). Ostatni soustavy jsou neinercialni. Prvni
Newtontv zdkon nam tedy v podstaté definuje inercidlni vztaznou soustavu.

Druhym Newtonovym zékonem, zakonem o sile, zavadime silu a hmotnost:

F =ma. (6)



Pokud zname silové piisobeni na vySetfované téleso, mizeme pomoci pohybové rovnice
urcit jeho trajektorii: ,
F=mid= mg. (7)
de?
Tieti Newtontv zdkon (zdkon akce a reakce) nam fika: KaZdd akce vyvoldvd reakci
stejné€ velikosti a opacného smeru.
Existuji rizné druhy sil pusobicich v inercidlni vztazné soustavé: napt. dostrediva sila
F = mw?R, kterd miii do stiedu kruhu, nebo tihova sila F= mg. Pokud provadime popis v
neinercialni soustavé, lze pouzit druhy Newtonuv zakon, ale k sildm je tieba pri¢ist nefyzikalni
sily, které kompenzuji vliv zrychleného pohybu neinercidlni soustavy. Nejznaméjsimi priklady
téchto sil (maji ptivod v otaceni se neinercidlni soustavy vii¢i inercidlni) jsou odstiediva sila,
ktera ma stejnou velikost jako sila dostfediva, mifi od osy a pusobi pouze na body mimo osu
otaceni, a Coriolisova FO = 2mu’ x &, pusobici pouze na télesa, kterd se vici neinercialni
soustavé pohybuji rychlosti ¢’, jejiz smér neni shodny s osou otadceni. Tyto efekty lze zjistit
napiiklad méfenim gravita¢niho zrychleni v rtiznych zemépisnych Sitkach (méfené gravitacéni
zrychleni je vektorovym souctem tihového a odstiedivého, na pélu je nejvétsi a na rovniku
nejmensi); staceni pasdtl 1ze naopak vysvétlit Coriolisovou silou.

1.3 Dalsi mechanické veliCiny

K vystizeni celkového ptlisobeni na hmotny bod pouzivame veli¢inu zvanou prace:

dA=F - di, (8)
rychlost konani prace charakterizuje vykon
dA
P=—. 9
I 9)

Kazdému bodu prostoru je mozno prifadit urcité silové piisobeni, ¢imz charakterizujeme
pole. Pole délime na konzervativni (§ F. dl' = 0) a nekonzervativni (¢ F.dl #0).

V konzervativnim poli nezévisi vykonana prace na tvaru drahy a mizeme zavést poten-
cialni energii (potencidl se nékdy zavadi na jednotkovou hmotnost), kterd charakterizuje
praci vykonanou pfi pohybu mezi dvéma body:

F=—-VU. (10)

U nekonzervativniho pole (jako je napiiklad pole tfeci sily nebo valivého odporu) potencial
zavést nelze.

Kromé potencidlni energie se zavadi i pohybova energie
mu?

2 )

Ey, (11)

soucet kinetické a potencidlni energie, tzv. mechanické energie, se zachovava.
Mechanické u¢inky pohybujiciho se télesa charakterizuje hybnost

P=md. (12)
Newton formuloval sviij druhy zédkon v obecnéj$im tvaru pomoci hybnosti:
L dp
F=—. 13
gr (13)

Pokud tento vztah pouzijeme pro soustavu volnych c¢astic, na levou stranu dame soucet
vnéjsich plisobicich sil a na pravou stranu soucet hybnosti, dostaneme I. vétu impulzovou.
Pokud na soustavu neptisobi vnéjsi sily, plati zdkon zachovani hybnosti.

Uhlova rychlost
otaceni Zemé
stalicim je
wy = 3—1 hod—1.
Rozdil gravitac-
niho zrychleni
na rovniku a na
pdlu je 5 cms—2

vuci

(experimentalné
zjisténo), na
téleso o m =
30 - 103 kg,v =
50 km/hod
pohybujici se
na 50° severni
sirky pusobi
Coriolisova  sila
50 N.



Pro popis otac¢ivého pohybu je vhodny moment sily

M=7FxF (14)
a moment hybnosti .
L=7xp. (15)
Tyto dvé veli¢iny jsou vazany vztahem analogickym ke druhému Newtonovu zakonu:
- dL
M=—. 16
T (16)

Analogicky, pro soustavu volnych hmotnych bodu se sou¢tem vnéjSich momenti sily na levé
strané a souc¢tem momentd hybnosti na pravé se jednd o II. vétu impulzovou, pii pouziti
na soustavu bez vnéjsich sil zjistime, Ze moment hybnosti se zachovava.

1.4 Soustava hmotnych bodu a tuhé téleso

Poloha soustavy N hmotnych bodi resp. tuhého télesa je uréena hmotnym stf¥edem neboli

tézistém:

Lyt mr Sy TPV
= ~ = .
Zi:l mg f(v) pdV
Pokud vsechny body télesa konaji pohyb se stejnym vektorem rychlosti, jedna se o
translaci, jinak o rotaci.

Pro popis rotace tuhého télesa nebo soustavy hmotnych bodi se analogicky k hmotnosti
zavadi moment setrvacnosti (obecné je to tenzor)

(17)

N
J=> mR; :/ R2pdv, (18)
i=1 V)

potom plati
e Jw? -
L=Jo, E;= — @ M = Je (19)

Pro vypocet momentu setrva¢nosti mizeme pouzit Steinerovu vétu, podle které se d4 mo-
ment setrvacnosti vyjadrit pomoci momentu setrvacnosti pri otaceni kolem osy prochézejici
hmotnym stfedem a rovnobézné s momentalni osou otaceni, vzdalenou od ni o d:

J = Jo + md>. (20)

1.5 Keplerova uloha

Zkoumame-li pohyb hmotného bodu v poli centralni sily, je vhodné pouzit sférické souradnice

x = rsindcosp
= rsindsingp
z = rcosd, (21)

v nichZ je mozno kinetickou a potencidlni energii (coulombické interakce) vyjadrit jako

E, = % (72 + r29? + r2sin® ¥p?)
M

vy = _mem (22)
T

. M

(F = —w—2F)

r3



Pro libovolnou centralni silu plati, ze pohyb probihd pouze v roviné a pii pohybu se
zachovava z-tva slozka momentu hybnosti L, mr?¢ (probiha-li pohyb v roving zy) i
celkova energie Ey + U. Lze odvodit i Binetuv vzorec, ve kterém je zavedena substituce
r(t) =

d%u
dep?

m dU
=———. (23)
L2 du
Pouzijeme-li Binetiv vzorec pro coulombickou interakci, dostaneme jako feSeni této dife-

rencialni rovnici kuzelosecky:
p

=— 24
" 1+ecosp’ (24)

kde ndm parametr ¢ ¥ikd, o jakou kuZelosecku se jedné (¢ > 1 je hyperbola, ¢ = 1 parabola,

0 < e < 1 elipsa a e = 0 kruznice). Toto je zndmé jako prvni Kepleruv zdkon: Planety se

pohybuji po elipsach mdlo odlisnych od kruznic, v jejichZ spolecném ohnisku je Slunce.
Druhy Kepleruv zékon se zabyva (plosnou) rychlosti ob&hu:

ds
— ~ 1?9 ~ L, = konst.

T (25)

Priwodic planety opisuje za stejné casové intervaly stejné plochy.
Jestlize se hmotné body pohybuji po elipsach, mtzeme urcit vztah mezi dobou obéhu a
parametry elipsy

L L 2m 2m
S=[dS=Zdt=-""T = T=-="-8="—rab. 26
/ om 2m L. L, (26)
Parametry elipsy lze vyjadrit pomoci veli¢in zadanych v kinetické a potencialni energii:
T? 472
ﬁ = /QiM = konst. (27)
Tento fakt je obsahem tietiho Keplerova zakona.
1.6 Harmonicky oscilator
Uvazujme nejdiive pohyb zpisobeny silou F = —kz. Musime tedy fesit pohybovou rovnici
k
T+ —x=0. (28)
m
Resenim této rovnice jsou harmonické funkce
k
x = Cq cos(wot + &), kde wg=1/—. (29)
m

Oscilator harmonicky kmité s vlastni tihlovou frekvenci wy.
Priddme-li navic odporovou silu imérnou rychlosti, dostaneme rovnici s tlumicim ¢lenem

2+ 262 + wozr = 0. (30)
VyfeSenim charakteristické rovnice dostaneme (pro 6 # wy)
z = C el 70T 4 0 e(-0-D)t kde D =4/6%—uw3. (31)

Charakter pohybu zavisi na vztahu mezi § a wy.
Pro § > wy dostavame aperiodicky pohyb. Obé exponencialy jsou klesajici, okamzité
vychylka i rychlost pohybu klesa k nule.

kosmicka
(odpo-

Prvni
rychlost
vida rychlosti
hmotného bodu
obihajiciho v
bezprostiedni
blizkosti Zemsé) je
7,9 km/s, druha
kosmicka rychlost
(odpovidd opus-
téni gravita¢niho
pole Zemsé) je
11,2 km/s.



Pro § < wp se jedna o tlumeny harmonicky kmit. V argumentu exponencialy dosta-
neme komplexni ¢islo:

= e %O et + Cye ™) = e7%(D; cos(wt) + Dy sin(wt)) =

z = Ce ®sin(wt + ), kde w = /wg— 42 (32)

Oscilator kmita s thlovou frekvenci w; amplituda vychylky se ale exponencialné zmensuje.
Okamzita vychylka a rychlost se blizi k nule v nekone¢nu, bod projde nekonecné krat rovno-
vaznou polohou.

Speciélni pfipad mezniho aperiodického pohybu pro § = wq je popséan rovnici

xr = e*‘st(C’l + Cgt). (33)
Bod zaujme rovnovaznou polohu pouze jednou pro t = —%.

Ptisobi-li na tlumeny harmonicky oscilator navic harmonickd vynucujici sila, musime k
feSeni pfi¢ist ¢len tmérny sin(wt + ¢) (konstanta ¢ je déna z rovnice). Po urc¢itém case
vymizi ¢len s klesajici exponencidlou a zistane pouze ¢len tmérny sinu (tzv. ustéleny stav).
Pro frekvenci vynucujici sily rovnou \/wg — 26 nastdva rezonance - amplituda je maximalni
(roste nade vSechny meze, tj. pfestava platit dany model).

Pro dva vazané harmonické oscilatory (o stejné hmotnosti) dostaneme soustavu dvou
diferencialnich rovnic:

m% = —kxi + kp(z2 — 1)
m d;x; —kxo — kp(z2 — 21). (34)
Jejich resenim dostaneme
xy = %[Cl sin(wot + ¢1) — Ca sin(wit + ¢2)]
Ty = %[Cl sin(wot + ¢1) + Co sin(wit + ¢2)]. (35)

o N . . [ k+2k , , .
U kmitd se objevuje nova frekvence zptisobenad vazbou w; = +m 2 vysledny pohyb je
algebraické se¢teni kmitu s pivodni frekvenci wqg a s frekvenci zptisobenou vazbou. Pokud se

jedné o slabou vazbu (k, < k), maji vysledné funkce tvar razu.

1.7 D’Alemberttav princip

V pohybové rovnici F = ma mtzeme silu Fy = —ma klasifikovat jako setrvaénou silu, ktera
prislusi danému zrychlenému pohybu. Muzeme tedy formulovat d’ Alembertav princip: Sily
mechanické soustavy jsou v rovnovdze, pricteme-li k silam vtisténgm (véetné reaktivonich) sily
setrvacné.

Matematicky muZzeme tento princip formulovat pro soustavu N hmotnych bodi pomoci
virtualnich posunuti §z; (virtudlni posunuti jsou nekone¢né mald posunuti, kterd jsou v
kazdém okamziku v souladu s vazbami):

3N

i=1

Specidlnimi ptipady d’Alembertova principu jsou:
Newtonovy pohybové zakony m;%; = F; nejsou vazby
princip virtualnich posunuti ) Fidz; =0 podminka rovnovahy (statika)



V pripadé konzervativnich sil pfejde podminka rovnovahy na tvar

ou;
Xi:—axi br; =0 =  U=0. (37)
Systém je tedy v rovnovéze, pokud ma potenciil extrém.
1.8 Lagrangeovy rovnice
D’Alemberttv princip je ekvivalentni Lagrangeovy rovnicim I. druhu:
v 6(]0
& = F A
m; —+ Z k o,
k=1
er(mi,t) = 0. (38)

(pro v vazeb, vazba je vyjadfena druhou rovnici).

Pro efektivnéjsi popis systému je vhodné zavést zobecnéné souradnice ¢; (libovolné
parametry jednoznané urcujici konfiguraci systému) v konfiguraénim prostoru vsech
zobecnénych souradnic daného problému. V popise povazujeme zobecnéné soutfadnice ¢; a
zobecnéné rychlosti ¢; za nezavislé.

Vyjdeme-li z dAlembertova principu, dostaneme Lagrangeovy rovnice II. druhu

()

(z; jsou kartézské soufadnice). ,Zobecnénd sila“ na pravé strané nemusi mit rozmér N.
Pokud se jedna o konzervativni silu, mtizeme pro popis systému zavést lagrangian

3N

ox;
= =2

Jaiqi

0By
0q;

(39)

L=E,—-U. (40)
Lagrangeovy rovnice se pak daji napsat ve tvaru:
d /0L L
S(oEy ot (41)
dt \ g, 9qi

1.9 Hamiltonovy kanonické rovnice

Dalsi mozny zptisob popisu systému je pomoci Hamiltonova formalizmu. Konfigura¢ni prostor

se nahrazuje faizovym prostorem, ktery je tvofen zobecnénymi souradnicemi a kanonicky

sdruZenymi hybnostmi. Bod ve fadzovém prostoru plné urcuje stav systému. Pfechod od

proménnych ¢, ¢, t k proménnym ¢, p, t se nazyvéa Legendrova duéalni transfomace.
Kanonické hybnosti zavedeme vztahem

oL
pi = 87% (42)
a systém popiSeme hamiltonianem - funkci ve fadzovém prostoru
n
H(qi,pirt) = > psd; — L. (43)
j=1
Pohybové rovnice pak budou vyjadiovat Hamiltonovy kanonické rovnice
OH .
o,
gg = —pj. (44)

Hamiltonidn ma
nejcastéji tvar
H = E, + U.
Volna éé,sticze:
H =

harmonicky
oszcilétor H =
P_ 4 %mw z2,
elek-

2m’

2m
Castice v

tromagnetic-
kém poli H =
7 (F—eA) +ep.
Hamiltonian  se
pouziva napii-
klad v kvantové
mechanice a
statistické fyzice
(parti¢ni funkce).



Tyto rovnice je mozné napsat pomoci tzv. Poissonovych zavorek (obdoba komutatort v

kvantové mechanice)
of dg  of dg
- 7 2L 27 45
} Z (8(]]' 3pj Gpj 8qj) ( )

ve tvaru

2 Kinematika a dynamika tuhého télesa

Popis pomoci Eulerovyjch uhli, Eulerovy dynamické rovnice, Lagrangeova funkce pro tuhé
teleso, pohyb setrvacniki.

2.1 Eulerovy uhly

Studujeme-li pohyb téles, jako zjednoduseni zavadime pojem tuhého télesa - je to nederfo-
movatelnd soustava hmotnych bodi, které maji vici sobé pevné vzdalenosti. Takovéto téleso
ma Sest stupnt volnosti - 3 rotacni a 3 translacni.

Pfi popisu rota¢niho pohybu télesa mizeme zvolit dvé baze: bazi pevnou v prostoru
{éi} a korotujici béazi pevné spojenou s télesem {e_i} Vzéjemnd poloha téchto dvou bézi
je popséna (za predpokladu, Ze pocatky obou soustav splyvaji) ortogonélni matici otoceni
zéavislou na Case =

e = Airér. (47)
Pokud provedeme dalsi otoceni, staci tyto matice vynasobit.

Za obecné soutadnice popisujici otacivy pohyb tuhého télesa se obycejné voli tzv. Eu-
lerovy uhly Vezméme si dvé baze - bazi pevnou v prostoru x7, 23,23 a korotujici bazi
x}, o, xf, jejichz vzajemnd poloha je urfena témito t¥emi thly:

e precesni tthel ¥ € (0,27) — nula odpovidd ose 27, Ghel lezi v roviné {77, 25}, kladna
orientace je ve sméru osy Z3, méfime thel, ktery svird osa 27 s pfimkou 77, kterd vznikne
protnutim roviny {21,243} a roviny {z}, x5}

e nutaéni thel ¥ € (0,7) — nula odpovida ose 23, kladnd orientace smérem k roviné
{21, 232}, méfime thel mezi osou 3 a x%

e rotaéni thel ¢ € (0,27) — nula je v roviné {23,232}, kladna orientace smérem k ose
23, méFime thel mezi pfimkou 7 a osou z}

Jedna se o tii otoceni a vzajemnda poloha pevné a korotujici baze je pak urcena soucinem
matic téchto otoceni:

A= A3 . A2 . Al =
cose sing 0 1 0 0 cosy siny 0
—siny cose 0 0 costY sind —siny cosy 0 |. (48)
0 0 1 0 —sind cos? 0 0 1

Jednodussi pfistup je pomoci zavedeni vektoru tihlové rychlosti

dA
5=—AT. 49
6= (49)
Potom lze dokézat, ze pro libovolny vektor plati
dd _dw

= 4+ X . 50
dt pevna dt korotujici ( )



Pomoci Eulerovych thli mtzeme vyjadrit vektor thlové rychlosti

sindsiny cosp 0 ¥
& =Gy + A3y + AzAsdy = sindcosp —sinp 0 J (51)
cos 0 1 %)

Tento vztah se nazyva Eulerovy kinematické rovnice.

2.2 Eulerovy dynamické rovnice

Vzhledem k tomu, ze korotujici baze je neinercidlni, musime druhou vétu impulzovou vzhle-
dem k této bazi urcit podle rovnice, kterd urcuje vztah mezi pevnou a korotujici bazi:
dL dL

M /povna = +&x L. (52)

dt pevna dt korotujici

Schopnost télesa setrvavat v otac¢ivém pohybu popisujeme tenzorem momentu setrvac-
nosti J. Pokud ho vyjadfime v bazi hlavnich os, bude diagonalni; tyto diagonalni elementy
oznadime Jq,Jo,J3. Pouzitim L; = Jiw; dostaneme Eulerovy dynamické rovnice:

M; = Jywor— Iz —Js)wows
My, = Jows— (J3—J1)wswy
Mg = J3d)3 — (Jl — J2)wlw2 (53)
(,,kompaktné&jsi“ tvar je
MZ- = Jid)i — Eiijjowk7 (54)

kde €;;1 je Levi-Civitav symbol).

2.3 Lagrangeova funkce pro tuhé téleso

Nékdy byva vyhodnéjsi pouzit pro popis otaceni tuhého téleso Lagrangeiv formalizmus. V
takovém pripadé potfebujeme vyjadriit celkovou kinetickou energii télesa.
Rotacni ¢ast kinetické energie mtizeme vyjadrit jako

1
Eyrot = §Jij wWiw;. (55)

Pokud znovu zvolime za korotujici bazi bazi hlavnich os tenzoru momentu setrvacnosti, vzorec
se zjednodusi a celkovou kinetickou energii mizeme napsat jako (v je rychlost hmotného
stfedu):
1 1
Ey, = §m1}2 + i(le% + Jows + Jawi). (56)
Lagrangeovu funkci pak samoziejmé muzeme vyjadiit

L=T-U. (57)

2.4 Setrvacéniky

Tuhé téleso, které ma pevny bod, nazyvime setrvacénikem. Pokud mé téleso navic osu
soumeérnosti rozlozeni hmotnosti (se kterou ztotoziiujeme osu ej), plati navic J; = J a
setrvacnik je symetricky.



Pokud vysetfujeme pohyb bezmomentového symetrického setrvaéniku, mizeme fe-
§it Eulerovy dynamické rovnice s momenty sil rovnymi nule a s podminkou J; = J2. Dosta-
neme feseni

w = Sif’ﬁot + wo
9 = (58)
@ = wot+9d

Osa soumérnosti setrva¢niku se otac¢i ithlovou rychlosti w = £ kolem konstantniho sméru

sin Yo

momentu hybnosti L. Tento kuzel pevny v prostoru, jehoz osu tvofi vektor momentu hyb-
nosti L a povrch osa symetrie setrvacéniku, nazyvame nutaé¢nim kuzZelem. P#i pohybu osy
soumeérnosti setrvacniku po nuta¢nim kuzeli hovofime o precesi. Pfi zméné Eulerova thlu 9
hovofime o nutaci.

Na druhou stranu, cheme-li popsat pohyb tézkého symetrického setrvaéniku (tj.
tuhého télesa otacejiciho se v tihovém poli Zemé), je lepsi pouzit Lagrangeovy rovnice druhého
druhu. Lagrangian bude mit tvar (é je tiha télesa, s poloha hmotného stiedu)

1 iR
LZ5(31(w5+w§)+33w§)+07‘3- (59)

Reseni nelze obecné vyjadiit pomoci elementarnich funkci, jen ve tvaru eliptickjch integrali.
Lze vsak provést kvalitativni diskuzi. ReSeni mtzeme dobfe znazornit, kdyz kolem bodu upev-
néni setrvaéniki opiseme kulovou plochu a na ni vyznacime jeji prisecik s osou soumeérnosti.
Priisecik se vzdy pohybuje po pasu na kulové plose. MtiZzeme rozlisit tti pripady v zavislosti
na :

e ) > 0 — prisecik tvoii vinky

e 1) < 0 — prusecik tvoii smycky

e 1) =0 — prisecik tvoii ,spojend U“, v podstaté obrazec mezi smyckou a vinkou.

3 Variac¢ni formulace fyzikalnich zakont

Hamiltondv variacni princip, vztah mezi mechanikou a geometrickou optikou. Hamiltontuv
princip pro soustavy s nekonecné mnoha stupni volnosti(struna, elektromagnetické pole).

3.1 Hamiltonuv varia¢ni princip

Zavedeme akéni fukcional
ta

S = L(Ql»“')‘]ﬂ?dlw~'a(jn)dt' (60)
ty
Zobecnéna potencialni energie a zobecnéna kineticka energie v lagrangidnu jsou v
obecné zavislé na zobecnénych souradnicich, rychlostech a casu.
Lagrangeovy rovnice II. druhu jsou potom Eulerovy rovnice pro extremalu akéniho funk-
cionalu S .
2
ty
Toto je matematickd formulace Hamiltonova variaéniho principu. Slovné bychom ho
mohli formulovat takto: Pohyb mechanické soustavy v casovém intervalu (t1,ts) probihd tak,
Ze pro skutecnou drdhu nabyvd akce extremdlni hodnoty.
Pozadujeme, aby soustava prochézela ur¢itym bodem skute¢né drahy a jemu pfifazenym
bodem vydérované drahy soucasné. Variace ostatnich proménnych g¢;, ¢; pak nazyvame izot-
ropni, coz miZzeme zapsat ve tvaru

5t =0. (62)



Dale pozadujeme, aby pocatecéni a koncovy bod skutecné drahy byly pocateénim a koncovym
bodem vsech pripustnych vydérovanych drah, neboli

0qi(t1) = 0,0q;(t2) =0 pro i=1,2,...,n. (63)

V akénim funkcionalu jsou obsazeny veskeré pozadované informace o uvazovaném problému,
tj. pohybové rovnice, pocatecni a okrajové podminky, apod.
Akéni fuknciondl miZzeme také ziskat z Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

08 o8

H(quﬁiqjvt)+E:07 (64)

Derivaci ak¢éniho funkcionalu podle netrivialnich integra¢nich konstant potom dostaneme
trajektorie.

3.2 Mechanika a geometricka optika

Pohybové rovnice v klasické mechanice lze napsat ve tvaru podminky pro extreméalni hodnotu
akéniho fukncionalu S. Analogicky ovSem muzeme geometrickou optiku zalozit na Fermatové
principu, ktery pozaduje, aby se svétlo Sifilo tak, Ze se z mista A do mista B dostane za
nejkratsi moznou dobu.

V mechanice nabyva extremélni hodnoty akce S

to
58 = 5/ L(gi, g5, ) dt = 0, (65)
ty

v optice je to optickd dréha

5 / " di = 0. (66)

A

3.3 Struna a elektromagnetické pole

Uvazujme strunu o délce [, délkové hustoté g, napjatou napétim o. Vychylku z rovnovazné
polohy ozna¢me y(z,t). Silu, kterd vraci strunu zpétky, mizeme v aproximaci malych kmitd
vyjadrit jako

Ay Ay &y
7 g (2 d2) = 51 (v)] =gz dv (67)
Kinetickou energii mtizeme vyjadrit jako
1o, o [foy)2

Potencialni energie ma tvar

Y Y 823/
dU:/0 Fydyza/0 wdydx. (69)

Pfi zavedeni substituce

., 0% 0z 0z Oy
=== (potom plati 922 ~0r oy %) (70)

muzeme psat

! Y0z o [, o ' /oy\2
U—O’/O ( | a—yzdy)dx—i/oz dm—E/O (%) dx. (71)
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Lagrangidn ma potom tvar (£ je hustota lagrangidnu):

L:Ek—U:/Ol5(2)2—;(21)2@:/0[5@.

Podle Hamiltonova principu hledame variaci:

t2 t2 l
(5/ Ldtzé/ /dedtzO
t1 ty1 0

PN . . . v , dy
neboli feSime rovnici (y,x Je oznacenl pro %)

— = = — = =0.
Oy Ot Oy,  Ox Oy
Dosazenim tvaru lagrangianu dostaneme rovnici:
02 0? 0? 1 02
Ly _ Oy Py 1y
ot? Ox? o2 k2 Ox?

(72)

(75)

Pohyb struny se ridi vlnovou rovnici. Stejnou rovnici se fidi elektromagnetické pole, pouze

parametr k ma u struny tvar k% = 2, u elektromagnetického pole je to fazova rychlost.

Reseni této rovnice ma tvar
y = f(z+kt) + gz — kt)

(f a g jsou libovolné funkce).
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